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î%áÂä¶ã<�Qü¿ã�ç¶ãRë�õfî%ã�à¶èfã�î%æÂå<þfíÇéhãRë&æÂðhà¶í´å�í´ÿ$á³à¶í´æÂé�ðfç¶æpþhìÇã$å"à©æáä²í´éhêÂì´ã<í´éXà¶ã$êÂã%ç;î
æpéXïpã��ÅæÂð�à©íÇåÐí´ÿ$á³à¶í´æÂé�ðhç©æÂþfìÇã$å7÷0ß�é
à¶èhã�ì¨átà¶ã$ç8î%áÂä¶ã<�tüèfã%éÐä²âpã%üí´éhê0í¨ä�ç©ã$ýXõhí´ç¶ãRë�à¶æ;ã���ðQæpä¶ã�ß¤ùCú��tü@ãä¶èhætüÒà¶èHátà8à¶èfã�î%æÂåAþhíÇéfã$ë�ðfç¶æpþhìÇã$å)î%áÂé<þQã�ç¶ãRë�õfî
ãRë
à¶æÊáÐä²ã%à«æ³ñ\í´éXà¶ã$êÂã%ç«î%æÂéTïÂã��.æÂð�à©íÇåÐí´ÿ$á³à¶í´æÂé7ðhç¶æpþhì´ã%åÊä%÷

��èhãFä¶æÂì´õ�à©íÇæpéAà©æ�æÂõfçÈî
æpå<þhí´éhã$ëÐðfç¶æpþhìÇã$å)üí´ìÇìHðhç©æTëhõfî
ãFá�ì´æTæÂðÊéhãRä¤à@íÇéÊüèhí¨î�èÐà¶èfã«ß¤ùCú áÂéfëÐç¶ã$êÂí¨ä¤à©ã%ç^ç©ã%õHä²ã«áÂç¶ãã��TðQæpä¶ã$ëC÷
��èhã;ä¶î�èhãRë�õhì´íÇéfê<á³éfë.ç¶ã$êÂí¨ä¤à©ã%çÈáÂìÇì´æ�î%átà©íÇæpéÐðhèfáÂä¶ãAøvî-ñ¤÷�"ZíÇêpõhç©ãG#Rû^í´ä¿á³éÊí´åÐðHæpç²à�á³éXà¿ä²à¶ã$ð.íÇéáÂî�èhí´ã%ïTí´éhê�êÂæTæ�ëÐðHã$ç²ñòæpç¶åÊáÂéfî
ãp÷
��èhí¨äZðhèfáÂä¶ãÈí¨ä\þHã.�ÂæÂéHë�à¶èhã�ä©î
æÂðQãÈæÂñhà¶èfí´äZðfáÂðHã$ç$÷�C0õhç\åÊáÂíÇé�æpþfä¶ã%ç©ïsá³à¶í´æÂé�í¨ä��sà©èhí¨ä\ðfèfáÂä¶ã@î$á³é<þQã�î
æÂéHä¤à©ç¶õfî
à¶ãRë�þ���ápëhá³ðhà¶í´éhê
ü¿ã%ì´ìCä¤à©õfë�í´ã$ëà¶ãRî�èhéhí¨ýpõfã$äì´íÇâpã�å�æ�ë�õfìÇæÊä©î�èhã$ë�õfìÇí´éhê�'6#�1.*\áÂéfëaç©ã%êpí´ä²à¶ã$çá³ì´ìÇæ�î%á³à¶í´æÂéñòæÂç«áÂç¶ç�á3�ÐïsáÂç¶í¨á³þfìÇãRä%÷

)



ß�é�à¶èhãéfã��TàÈä²ãRî-à©íÇæpé�ü¿ãðhç©ã$ä¶ã%éXà�à¶èhãæpõ�à¶ì´í´éhã«æ³ñkæÂõfç^ä²æpìÇõ�à©íÇæpé<à©æ�à¶èhãFß¤ùCú á³éfë�ç©ã%êpí´ä²à¶ã$ç�à¶í´ìÇí´éhê�ðhç©æÂþhì´ã%åÅ÷Zß�éÊä²ãRî-à¶í´æÂé78S�
ü¿ãAðhç©ã$ä¶ã%éXà0à¶èhã�ðhç©æÂêÂç�á³å��Hà¶í´ìÇí´éhê5�Cá³éfëÃã���ã$î%õ�à¶í´æÂé�åÐæ�ë�ã$ì´ä�á³éHëÃë�ãRä¶î%ç¶í´þHã<à¶èhãÐþfápä²í¨î�þfõhíÇì¨ë�í´éhê7þhìÇæ�î�â�ä0æ³ñÈæpõhç;áÂéfá³ì��Xà¶í¨î%áÂì
åÐæ�ë�ã%ìO÷0ß�é`ä²ãRî-à¶í´æÂé=TU�Qü@ã<ñòæÂç©å<õhì¨átà©ã�à¶èfã<åÊátà©èhã%åÊátà©í´î$á³ìZæÂð�à©íÇåÐí´ÿ$á³à¶í´æÂé�ðhç©æÂþfìÇã$å"à©èfátà�î�èhæTæpä¶ã$ä�à©èhã�æÂð�à©íÇåÊá³ì�ä¶âÂã%üÓáÂéfë
à¶í´ì´ã�ðHá³ç�á³åÐã
à©ã%ç�ä%÷�ß�éÒä¶ã$î-à©íÇæpé?BS��ü@ãÊî�èfáÂç©ápî-à©ã%ç©íÇÿ$ã�à¶èfãÐî%æÂéfëhí¦à©íÇæpé`õhéHë�ã%ç�üèhí¨î�è+á7ðQã%ç©å<õ�à�átà©íÇæpé`î%áÂé`ã���ðHæXä²ãÐáaðHá³ç�á³ì´ìÇã$ì
ì´æXæpð&á³éfë7ðhç©ã$ä¶ã%éXàFá³éÅã%ôÊî%íÇã$éXà0á³ì´êÂæpç¶íÇà¶èhå¼à¶æ.î�èhãRî�â.à¶èfí´ä«î%æÂéfëhí¦à©íÇæpéC÷Èß�é�ä¶ã$î
à¶í´æÂéEVS�hü¿ã�î�èfáÂç©ápî-à¶ã$ç¶í´ÿ%ã0à¶èfã<ä²ðHáÂî
ã�æÂñZïtáÂìÇí¨ë
ä¶âÂã%üí´éhêÅà©ç©áÂéfä¤ñòæpç¶åÊá³à¶í´æÂéfä$÷ß�ébä²ãRî-à¶í´æÂéW1��Zü¿ãaä¶èhætü èhætü à¶èhãæÂð�à©íÇåÊá³ìÈà¶í´ìÇí´éhê�ðfç¶æpþhìÇã$å î$á³é þQãaç©ã$ë�õHî
ã$ë+à©æÃá�î%æÂéTïÂã��
ðhç©æÂêpç©áÂå á³éHëÊä²æpìÇïpã$ëÐã
ô.î%íÇã$épà©ì6�Ðá³éHëÊíÇéä²ãRî-à¶í´æÂéYXU�pü¿ã«ðhç©ã$ä¶ã%éXà^à©èhã0ä²à¶ç�átà©ã%ê��<ñòæpçZLféfëhíÇéhê<à¶èhã0êÂì´æÂþfáÂìÇì��<æpð�à¶í´åÊá³ìkä²æpìÇõhà¶í´æÂé
à¶æaà¶èhã�î
æpå<þhí´éhã$ëÅß¤ù�úVáÂéfëÅç¶ã$êÂí¨ä¤à©ã%çFà¶í´ìÇí´éhêaðfç¶æpþhìÇã$åÅ÷«ß�éÃä¶ã$î-à©íÇæpé$@S�Qü@ãAðhç©ã$ä¶ã%éXà0áaî%æÂåÐðhì´ã
à©ã�ã��há³åÐðhì´ã�à©èfátà;íÇì´ì´õfä¤à©ç©á³à¶ãRä
æÂõfç«ä²æpìÇõ�à©íÇæpéåÐã%à¶èhæ�ë�÷^ß�é&ä¶ã$î
à¶í´æÂéA#.[S��ü¿ã�ðhç©ã$ä¶ã%éXà�à¶èhã�ç©ã%ì¨átà©ã$ëü@æpç¶â.áÂéfëíÇé&ä¶ã$î-à©íÇæpé?#<#<��ü¿ã�ðhç©ã$ä¶ã%éXà«á�ëhí´ä©î
õfä©ä¶íÇæpé7áÂéfë
ñòõ�à©õhç¶ã�ü¿æÂç©âk÷

\ ]¼ÜÙ_^a`&`7ÙZÚG^<ÝIb Ø\Ú�ÖdcAe ^�×7Û Ù�fhg�Þ�iCØHf�Ù¼ØZÞ�j
Þ
×&g
C0õhçÈáÂðhðhç©æpápî�èAí¨ä�à¶æ<õfä²ãì´æTæÂðÊä¶âÂã%üí´éhê�ápä�à¶èhãFß¤ùCú ã���ðQæpä¶íÇéfê�à¶ç�á³éfä²ñòæÂç©åÊátà¶í´æÂé��³á³éfëÐç©ã%êpí´ä²à¶ã$ç�à¶í´ìÇí´éhê<ápä�à¶èhãFç¶ã$êÂí¨ä¤à©ã%ç8ç©ã%õfä¶ã
ã%éHá³þhì´íÇéfêÊà¶ç�á³éfä²ñòæÂç©åÊátà©íÇæpéÅáÂéfë&ä¶æ³ñ½à¤ü�á³ç©ã�ðhíÇðQã%ì´í´éhíÇéfêáÂä«à¶èhãAß¤ùCúgã���ðhìÇæpí¦à©íÇéfê.åÐã$î�èfáÂéhí´ä¶åÅ÷�Tí´éfî
ãAü@ã<áÂç¶ã�õHä²í´éhêaç©ã%êpí´ä²à¶ã$ç
à¶í´ì´íÇéhê<à¶æpêÂã
à©èhã%çÈüí¦à©è.ìÇæTæpð.ä²âpã%üí´éhêU�pü@ã0ç¶ãRýpõfíÇç©ã�à¶èfá³à¿á³ñ½à¶ã%ç¿ä²âpã%üí´éhê�à¶èfãFç©ã$ä¶õhì¦à©íÇéfê�ìÇæTæpðÊéhã$ä²à¿ápë�åÐí¦àÈç©ã$î
à©áÂéhêÂõhì¨á³ç^à¶í´ìÇí´éhêf÷

�TæÂñ½à¤ü¿áÂç¶ã�ðhí´ðHã$ìÇí´éhã%ç�ä�ì´æTæÂâ`á³à�à¶èhãÊí´éhéhã$ç¶åÐæXä¤à�ì´æTæÂðlk�à¶æ�LHéfëÒß¤ùCúÓá³åÐæpéhêÅæÂðQã%ç�átà¶í´æÂéHä;ñòç¶æpå ë�í6:Qã$ç¶ã$éXà�í¦à©ã%ç�átà¶í´æÂéHä�æ³ñ
à¶èfã�ìÇæTæpðC÷D+«ã$éfî
ã��fíÇñ8ü@ã�î%æÂõhì¨ëà¶ç�á³éfä²ñòæÂç©å�à¶èfã�ìÇæTæÂðÅéhãRä¤à0íÇéXà¶æÊæpéhã�í´é7üèfí´î�è7à¶èfã�íÇéféhã%ç«åÐæXä¤à«ì´æTæÂð&ë�æTã$äéfæ³àFî%áÂç¶çm�aáÂé9�
ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä.�Tív÷ ãÂ÷��Tá³ì´ìHæÂñkíÇà©ä@íÇà¶ã%ç�átà©íÇæpéfäÈî$á³é.þQãFã���ã$î
õhà¶ã$ë.íÇé.ðHá³ç�á³ì´ìÇã$ìn�Âà¶èhã$éÊà¶èhã;ä²æÂñ½à¤ü¿áÂç¶ãðfíÇðQã%ì´íÇéfã%ç�î%á³éYLféfë.áAä¶î�èhãRë�õhì´ã
í´é üèhí´î�èÒà©èhã.ðQã%ç¶ñòæÂç©åÊá³éfî%ã�í¨ä<î%æÂéfä²à¶ç�á³í´éhãRë`æpéhì��Ãþ���à©èhã.ã���ãRî
õ�à©íÇæpé ç¶ãRä²æpõhç©î%ã$ä�áÂä<æÂðhðQæpä¶ã$ë`à©æ�ë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%íÇãRä%÷poYqSr��
s�t�u ��v�r��UQHwmx�yprmz<v s Q s �;�l{Y�����=|�r4r}z�~l����v�Q
rm{��ZQ�qUr�~Ur�P/���;P��7�;�l��r�v s ��v��-v�Q>r�{����U����|��7Q�qUrG������v����<|��6r�r}z�r�� t Qnv��;�&Pmr s � t Pm�mr s0�
��P-Q/qSrYrmz�rm� t Q�v�����|����l{;M�v�{�Q/q����4Q/qSr7���<��q�v��dr.O-�Tõfî�è+áaä©î�èhã$ë�õfìÇãAüíÇì´ì�ã���ðhì´æÂíÇà0à©èhãAåÊá;�Tí´å<õfå!ðQæpä©ä¶íÇþhì´ã�ß¤ùCúVáÂéfë&èfásïpã
åÊá���í´å<õhå¼õhà¶í´ìÇí´ÿ$á³à¶í´æÂéÅæ³ñ\ñòõhéfî-à©íÇæpéfá³ì�õhéhíÇà©ä$÷

�&æÂà¶í´ïsá³à¶ãRë�þ��0à©èhã�á³þQætïÂãÈë�í¨ä©î
õfä©ä²í´æÂé��tü@ã¿ä²ã$ã%â�áà©ç©áÂéfä¤ñòæpç¶åÊá³à¶í´æÂé�à¶èHátà\ü¿æÂõfì´ë�à©ç©áÂéfä²ñòæÂç©åVà©èhã¿êÂí´ïÂã%é�ñòõfìÇì���ðHã$ç¶åAõ�à©áÂþhì´ã
ì´æXæpðéfã$ä²à«íÇéXà¶æÐæpéhã

• �}����� ó�ñòæÂç«üèfí´î�èÅç©ã$î-à�á³éhêpõhì¨á³ç@à¶í´ìÇí´éhê.í¨ä�ïtá³ì´í´ëñòæÂç0á³é��.êÂí´ïÂã$éaà©íÇì´ã<ä¶íÇÿ$ã$ä ~t = (t1, . . . , tn)
÷���èhí¨äïtá³ì´í¨ë�í¦à��î
æÂéHë�í¦à©íÇæpé

ç¶ãRë�õfî
ãRäà©æ=�l�;�U�
�dr��9��Q�v��,v�Qn�����7������Q�qUr������~S�;�lr��UQ s ���7������Q/qSr�{<r
~Ur��d{<r��l��r s ��õhéHë�ã%ç0à¶èhã�ç©ã$áÂä¶æÂéHá³þhì´ã�áÂä©ä²õfå�ðhà¶í´æÂé
æ³ñ�à¶èfã«à¶í´ì´ã;ä¶íÇÿ$ãFþQã%í´éhê<ì¨á³ç©êÂã$ç^à©èfá³éÊà©èhã�ë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã0ì´ã%éhêÂà¶èfä¿á³éHëÐà¶èhã;íÇà¶ã%ç�átà©íÇæpé.ä²ðHáÂî
ã;ä²í´ÿ%ã0þHã$íÇéfê<ì¨á³ç©êÂã%ç^à¶èfáÂé.à¶èfã
à¶í´ìÇã�ä¶íÇÿ$ã�' );T�*O÷

• �}�7�5� ó\í´éaüèfí´î�èaà¶èhã$ç¶ã0í´ä�átà¿ìÇãRáÂä²à@æpéhãFì´æTæÂð.üèhí¨î�èëhæXãRäÈéfæ³àî%á³ç©çm��áÂé9�Ðë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä�øÏív÷ ãÂ÷���üèhæpä¶ãFíÇà¶ã$ç©á³à¶í´æÂéfä@á³ç©ãá³ì´ì8ðfá³ç�á³ì´ìÇã$ì¨û
÷4	+ã.î%áÂé+áÂìÇü�á3��ä;ðHã$ç¶åAõ�à¶ãÐà©èhí´ä�ì´æTæÂð`à¶æÅà©èhãÊíÇéféhã%ç�åÐæpä²à�ðHæXä²íÇà¶í´æÂé��\áÂä;ñòõfìÇì^ðQã%ç©å<õhà©á³þfíÇì´í¦à��bøòæ³ñ¿à¶èfã
à¶ç�á³éfä²ñòæÂç©åÐã$ë.ì´æTæÂð7éhã$ä²à�û¿í¨ä�ç©ã$ýXõhí´ç¶ãRëaþ��Êà©èhã�ðhç©ã%ïTíÇæpõfäî
æpéfë�íÇà¶í´æÂéÒø�� #sû-÷

��èhã$ç¶ã�áÂç¶ã&åÊá³é���î
ì¨áÂä©ä²ãRäÊæ³ñ�à©ç©áÂéfä¤ñòæpç¶åÊá³à¶í´æÂéfä�à©èfátàî$á³é�ðhç©æ�ë�õfî
ã`á ìÇæTæpð éfã$ä²à.à¶èfá³àü¿æÂõhì¨ë�ä¶á³à¶í¨ä¤ñ/�bà¶èfãÃá³þQætïÂãÅà¤ü¿æ
î
æpéfë�íÇà¶í´æÂéfä$÷�ùCæTæÂð.ä¶âÂã$üíÇéhê�í¨ä@æÂéhãFä¶õfî�è.î%ì´ápä¶ä^áÂéfëÐü¿ã«èfásïÂã0î�èhæpä¶ã%éÐíÇàÈñòæÂçÈñòæÂì´ìÇætüí´éhê�ç©ã$ápä²æpéfä%óI"hæpç^õhéhíÇñòæÂç©å�ë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã
ì´æXæpðfä.�tü@ã¿î%á³éAá³ì´ü¿á3��äJLHéfëAá0ä²âpã%üí´éhê«à©ç©áÂéfä²ñòæÂç©åÐá³à¶í´æÂé�à©èfátà�üíÇì´ìTðhç©æTëhõfî
ã¿áFì´æTæÂð�à©èfátà8ä¶á³à¶í¨ä�LHã$ä¿ø�� #Rû\á³éHëaø���)pû-÷��Tã$î%æÂéfëJ�
ì´æXæpðä¶âÂã$üíÇéhê�í¨äî
æÂéHî
ã%ðhà¶õfáÂìÇì��.ä²í´åÐðhì´ã%çá³éfëã$ápäN�Ðà©æÊî
æÂéHä¤à©ç¶õfî
à.��á³éHë.à©èhí´äáÂìÇì´ætü«ä@õfä¿à¶æÊë�ã$ïÂã%ì´æÂð7á³éã
ô.î
í´ã%éXà«á³ì´êÂæpç¶íÇà¶èhå
ñòæÂç�LHéfë�í´éhêÐà¶èhã�æpð�à¶í´åÊá³ìCä¶âÂã$ügà¶ç�á³éHä¤ñòæpç¶åÊátà©íÇæpéaðfáÂç©áÂåÐã
à¶ã$ç©ä$÷

"ZíÇêpõhç©ã )�ä¶èhætü«ä8à©èhã;æÂõ�à©ìÇí´éhãFæÂñ�à¶èhã�ä²à¶ã%ðHäÈí´éTïÂæÂì´ïÂãRëÐíÇéaæÂõhç�ä²æpìÇõhà¶í´æÂéÊåÐã
à©èhæ�ë�æÂì´æÂê��Â÷��Fä¶íÇéhê<à¶èhã;ðQã%ç¶ñòæÂç©åÐáÂéfî
ãFå�æ�ë�ã$ìn�
ü¿ã�ñòæÂç©å<õhì¨átà©ã«á³éÐæÂð�à©íÇåÐí´ÿ$á³à¶í´æÂéÐðhç©æÂþhì´ã%å üèhæpä¶ã«ä²æpìÇõhà¶í´æÂéÐü@æpõhì¨ë4�Tí´ã%ì¨ë�à¶èhã«ä¶âÂã$üMñÏápî-à©æÂçÈáÂéfëAà¶í´ìÇãFä¶í´ÿ%ã$ä8à¶èfá³à@á³ç©ã�æÂð�à©íÇåÊá³ì
üíÇà¶èÐà¶èfãætïÂã%ç�á³ì´ìTã���ã$î%õ�à¶í´æÂé�à©íÇåÐãÂ÷I	+ãFî�èhã$î�â<üèhã
à©èhã%ç^ðQã%ç©å<õhà©átà©íÇæpé�î$á³éÐã���ðQæpä¶ãá³é��<ðfáÂç©áÂìÇì´ã%ì�ì´æTæÂðC÷\ß¯ñCä²æ5�³ü@ãðQã%ç©å<õhà¶ã<�
ã���ðQæpä¶ãà¶èfãFðfáÂç©áÂìÇì´ã%ì´í´ä¶å��páÂéfëÐà¶èfã%éÊà©íÇì´ã«ñòæpç@ç©ã%êpí´ä²à¶ã$ç©ä$÷�ß�éÊà©èhí¨ä@î$áÂä¶ã<�³à©èhã0î%æÂåAþhíÇéfã$ëÊðhç©æÂþfìÇã$å ç©ã$ë�õHî
ã$ä^à¶æ<à¶èhã0ðhç¶æpþhì´ã%å æ³ñ
�����, �¡�¢J£� 
¤,¥� �¦,¡n§2£�¨3©�ª�«� �¡��, Z¢d£�«n¬�©H£�U®!£�¨3¯h 
¡Hª�°²±9³2´Nµm¶�ª�¨3·0®�ª�¸¹ª�¨.ºm»�ª�¸¼³2´N½m¶�±l¾. � �¡��3 Z«� �°�ªm¡� �·R¢J£�«�¬©� �¥
¡�§2£�¨�£�«!·3 
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"Zí´êÂõhç©ãG)�óDC0õ�à©ìÇí´éhã�æ³ñ�æÂõfç�ä¶æÂì´õ�à©íÇæpé7ä²à¶ç�átà©ã%ê<�p÷

LféfëhíÇéhê�à¶èhã0æÂð�à©íÇåÊá³ìfà¶í´ìÇã0ä²í´ÿ%ãRä��püèhí´î�è.î$á³éÊþQã«ç©ã$ë�õfî%ã$ë�à©æ<á�ä¶íÇéhêpìÇãí´éXà¶ã$êÂã%ç@î
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¡n¡n �«N±
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� ] `Ø\Þ�Ã�Þ���^�Ø\Þ%Ú�× `7Ù�Ú! &j�f¹Ã "tÚ�Ù�Ã Ü&j�^�ØZÞ
Ú�×
	+ãéhætü ñòæpç¶åAõhì´á³à¶ã7á³é æpð�à¶í´åÐíÇÿRátà¶í´æÂé ðfç¶æpþhìÇã$å ø�#Rû�à¶èHátà�î%ìÇãRá³ç©ì6�Òî%áÂð�à¶õfç¶ãRäAáÂéfë ýXõfá³éXà©í�LfãRä�à©èhãí´éXà¶ã$ç©ápî-à¶í´æÂé þQã
à¤ü¿ã%ã$é
à¶èfã�ä¶âÂã$üíÇéhê7á³éfë�à¶èhã�ç©ã%êÂí¨ä²à¶ã%ç0à¶í´ì´íÇéhêà¶ç�á³éHä¤ñòæpç¶åÊátà©íÇæpéfä$÷R��èhã�æÂþS%¤ã$î-à©íÇïpã�ñòõhéHî-à¶í´æÂé+í¨äFà©èhãÐä²õhå æÂñ^à¤ü¿æaà©ã%ç©åÐä.�Qà¶èhãÐì´æTæÂð
ætïÂã$ç¶èfã$áÂë�áÂéfë�éTõhåAþHã$ç�æ³ñhà©íÇì´ã$äZà©íÇåÐã$ä\à©èhã�ã���ã$î%õ�à¶í´æÂé�à©íÇåÐã¿ñòæÂç8áFà¶í´ìÇã��³üèhí¨î�è<íÇà©ä¶ã%ìÇñfí¨ä�à©èhã�åÊá���íÇåAõhåÓæ³ñfà¶èhã¿à¶í´ì´ã@ã��TãRî
õ�à©íÇæpé
à¶í´åÐã�á³éfëì´æpáÂë7ä²à¶æÂç©ã;à¶í´åÐãÂ÷Z��èhã�õhéfâXéfætüéfäá³ç©ãFà©èhã�à¶í´ì´ã�ä²í´ÿ%ãRä

(~t)
á³éHëaà©èhã�ä¶âÂã%üí´éhê�åÊátà¶ç©í6�

(S).

åÐíÇéhí´åÐíÇÿ$ã
ηLO(~t, ~N) + NT(~t, ~N) ×

åÊá;�
(α × TV (~t), β × LS(~t, bbox(SD)))

ä$÷ àR÷
LS(~t, bbox(SD)) ≤ NR

ø�#sû
~N ≥ ~t ≥ 1

SD ≥ 0

~t ∈ Z
n, S ∈ Z

n×n

üèhã$ç¶ã��
~t
áÂéfë

S
áÂç¶ã«à¶èhã0ïsáÂç¶í¨á³þfìÇãRä^ç©ã%ðhç©ã$ä¶ã%éXà¶í´éhê�à©íÇì´ã�ä²í´ÿ%ãRäÈá³éHë.ä²âpã%ü åÊátà©ç¶í6�J�pç©ã$ä¶ðQã$î-à©íÇïpã%ì��<�

NT(~t, ~N)
í¨ä@à¶èhã0éXõfå<þQã%ç¿æ³ñ

à¶í´ì´ã$ä.�
TV(~t)

í¨ä¿à¶èhã�à©íÇì´ã�ïÂæpìÇõfå�ã��
D
í´ä�à©èhã�ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã�åÊátà©ç¶í6�J�

LS(t, bbox(SD))
í¨ä�à©èhã�ìÇæXáÂë7ä¤à©æÂç©ã�ïÂæÂì´õhåÐã<�

LO(~t, ~N)í¨ä8à¶èfãFì´æXæpðÐætïÂã%ç©èhãRáÂëJ�
NR

í´ä^à¶èhã0éXõfå<þQã%ç^æÂñCç¶ã$êÂí¨ä¤à©ã%ç�ä8ásïsáÂíÇì¨á³þfìÇã��
α, β

áÂéfë
η
áÂç¶ãç©ã$ä¶ðQã$î-à©íÇïpã%ì���à©èhã0î%æpä²àÈæ³ñCá³éÊíÇà¶ã$ç©á³à¶í´æÂé!�

ì´æpáÂëaä¤à©æÂç©ã;î%æpä²à.��á³éfëaìÇæTæpðaþQæÂõhéfëfä¿î�èfã$î�âÊî
æXä¤àR÷�ÅFìÇì�ïpã$î
à¶æÂç¿í´éhã$ýXõfáÂìÇíÇà¶í´ã$ä¿í´é.à¶èfã�î%æÂéfä²à¶ç�á³í´éXà©ä@á³ç©ã;î%æÂåÐðHæpéhã%éXà¶öOüí¨ä²ãp÷I��èfã
Lfç�ä¤à¿î
æÂéHä¤à©ç©áÂíÇéXà8åÊá³âÂãRä^ä¶õhç¶ã«à¶èfá³à^à¶èhãFç¶ã$êÂí¨ä¤à©ã%ç8ñòæTæ³à@ðhç¶í´éXà

LS(t , bbox(SD))
Lhà©äÈíÇéÐà©èhãFéTõhåAþHã$ç^æ³ñCásïtá³í´ì´áÂþhì´ãç¶ã$êÂí¨ä¤à©ã%ç�ä��

NR
�háÂéfëÊà©èhã�ä²ãRî
æÂéHë.î
æpéfä¤à©ç©áÂíÇéXà

~t ≥ 1
åÊáÂâÂã$ä¿ä¶õhç¶ã0à¶èHátà¿à¶èhã;à¶í´ì´ã;ä¶íÇÿ$ã$ä�á³ç©ãFðQæpä¶íÇà¶í´ïÂã�á³éfë.à¶èhã;à¶èfíÇç�ëaî%æÂéfä²à¶ç�á³í´éXà

SD ≥ 0ã%éHä²õhç©ã$ä¿à©èfátà�à©èhã�ä²âpã%ü¿ã$ëìÇæTæpðéhãRä¤à«í¨ä¿ñòõhì´ì6�ðHã$ç¶åAõ�à©áÂþhì´ã�á³éfëèhã%éHî
ã�áÂë�åÐíÇà©ä«á�ç©ã$î
à©á³éfêÂõhì¨á³ç¿à¶í´ì´íÇéhêH÷
C0éfî%ã.ü@ãî�èhæTæpä¶ãaá�ä¶âÂã%ü à©ç©áÂéfä¤ñòæpç¶åÊá³à¶í´æÂé

S,
ä²õhþHä¤à©í¦à©õ�à¶í´éhêÃíÇàÐíÇé à©èhãî%æÂåAþhíÇéfã$ëÒðhç©æÂþhì´ã%å êÂí´ïÂãRä<áÂé æÂð�à©íÇåÐí´ÿ$átà©íÇæpé

ðhç©æÂþhì´ã%å üí¦à©è ~t
áÂä�à©èhã.æÂéfì6�+ïtá³ç©í´áÂþhìÇãp÷ù�ã
à

D̂ = bbox(SD).
��èhã%éÒà©èhã.ç©ã$ä¶õhìÇà¶í´éhê&æÂð�à©íÇåÐí´ÿ$á³à¶í´æÂéÒðhç©æÂþhì´ã%å í´äAä²èhætüé

þQã%ì´ætü øn)pû-÷�	+ã�î%áÂìÇì^ø�)Âû@à¶èfã��m~lQ�v�������Q�v���v����0~dP}�<|��6r��$#2���;P4�&%Iz9r�{ s�' r�M)(<O
åÐí´éhí´å�í´ÿ%ã

η LO(~t, ~N)+ NT(~t, ~N) ×
åÊá��

(αTV(~t), β LS(~t, D̂))
ä$÷ àR÷

LS(~t , D̂) ≤ NR
øn)Âû

~N ≥ ~t ≥ 1

~t ∈ Z
n

�«æÂà¶ã<à¶èfá³à.�Hà¶èhæpõhêÂè
D̂
í´ä;ä²èfætüé�áÂäFá.ðfá³ç�á³åÐã
à©ã%çà©æ.à©èhã

LS(~t, D̂)
ñòõhéfî
à¶í´æÂé!�kíÇà0í¨äFèfã%ç©ã<áÊêÂí´ïÂã$é�î
æpéfä¤à�á³éXàFïpã$î-à©æÂç,�HáÂéfë

éhæÂàFáAïtáÂç¶í¨á³þhì´ã;æ³ñZà¶èhã�æpð�à¶í´åÐíÇÿRátà¶í´æÂé7ðhç©æÂþhì´ã%åÅ÷

* + b&fÝ-,ÊÞ
×�g/. b�f¿ØHb&f�Ù `Af�Ù�Ã Ü.ØH^�Ø\Þ
Ú�× Ý�^�×Áf10�``ÚGiHfé^(`�^�Ù�^Gj�j�fhj�j%ÚÊÚa`
	+ã^üíÇì´ì�Lfç©ä²à�í´éXà¶ç©æTëhõfî
ã^ä¶æÂåÐã^éhæÂà©á³à¶í´æÂéfä^øÏõfä¶ã$ë�æÂéfì6�;íÇé�à©èhí¨ä\ä¶ã$î
à¶í´æÂéHûQüèhí¨î�è�üí´ìÇìXåÊá³âÂã�à©èhã^ã��TðQæpä¶íÇà¶í´æÂé�î
ì´ã$áÂç�á³éHë�î
æÂéHî
í¨ä²ãp÷
"hæpç�á³é��&ïÂãRî-à©æÂç

x, x(j)
ç¶ã$ðhç©ã$ä¶ã%éXà©ä;íÇà©ä

j
övà©è+î%æÂåÐðQæÂéhã$épàR÷���èhã��6r���r��@æÂñ¿á7ïÂãRî-à¶æpç

level(x)
í¨ä

j
íÇñ
∀i < j : x(i) = 0á³éHë

x(j) 6= 0
��ív÷ ãÂ÷��

x(j)
í´ä¿à©èhãRLfç©ä²àéhæÂéhöOÿ$ã%ç©æ�î%æÂåÐðHæpéhã%éXàæ³ñ

x.
Å2	,r�P}���
�6r���{������ t �-�&í¨ä«áAî%æÂì´õhåÐéÅïÂã$î
à¶æpç¿æÂñ�à©èhã;ñòæÂç©å

(0, 0, . . . , 0, c)T
ñòæpçAä¶æÂåÐã

c 6= 0.
��èhã

j
öOà¶è t �5v�Q0�3r���Q>�;P ej

í¨ä�á�ïÂãRî-à©æÂç�üíÇà¶è
ej(j) = 1

á³éfë
ej(i) = 0, ∀i 6= j.

Å
s �����6r�{ t �Uv�QD��r���Q
��P�� suv(c, j)

í¨äáÐïÂã$î
à¶æpç
x
æÂñ\à©èhã�ñòæÂç©å

∀i 6= j : x(i) = 0
á³éfë

x(j) = c
ñòæÂçFä¶æÂåÐã�éhæpé�öOÿ$ã%ç©æ�î%æÂéfä²à©áÂéXà

c.
ß�é+æ³à©èhã%ç�ü¿æÂç�ëhä.�

scv(c, j)
í¨ä�á³é`õhéhíÇà�ïÂãRî-à¶æpç�á³ì´æÂéhê

j
ä¶î$á³ì´ã$ë`þ9��á7éhæpé�ö¯ÿ%ã%ç©æ.ñÏápî-à©æÂç

c.
��èhãÊë�í´åÐã%éfä¶íÇæpé`æÂñ¿áÅä©î%á³ì´ã$ë

õhéhíÇàFïpã$î-à©æÂçí¨äæ³ñ½à©ã%é&æpþXïTí´æÂõfä¿ñòç©æÂå"à¶èhã�î%æÂéXà¶ã��Tà$÷�ÅFé&ã��há³åÐðhì´ã.øòæÂñ�ëhíÇåÐã%éHä²í´æÂé
4
ûí´ä

suv(2, 3) = (0, 0, 2, 0).
�«æÂà¶ã�à©èfátà

1



D1 =

d1 d2 d3


1 0 0
1 0 2
1 1 0


 D2 =

d1 d2 d3 d4


1 0 0 3
1 0 2 0
1 1 0 0




"Zí´êÂõhç©ãa8hó����há³åÐðhì´ã�ë�ã%ðQã%éHë�ã%éfî%ã�åÊátà¶ç©í¨î
ã$ä$÷

level( suv(c, j) ) = j. diag(c1, c2, . . . , cn)
î
æpéfä²à¶ç©õfî-à�äáÊë�í´áÂêÂæpéfá³ì�åÊátà©ç¶í6�aüíÇà¶è

c1, . . . , cn

áÂä�à©èhã<ë�í¨á³êpæÂéfáÂìQã$éXà¶ç©íÇãRä%÷�Å
ì´æXæpðí¨ä«î$á³ì´ìÇãRë�~U��P}�;���6r��ZíÇñ�í¦àFë�æTãRä�éhæ³àFî$á³ç©ç}�.áÂé9�.ëhã%ðQã%éfë�ã$éfî
ãRä%÷

3�ÇNÈ â&ä¹ÓNë�Ñ�×�Ïßd× Ë�4�ÍÖÔ�Ë�ËZê65ÄÓ
ÑSàÒÏ¹Ë ßdÍ�ÊSÊUÓN×�Ð_Ð×!êa×�Ï Ð¹×�Ï ßd×�ë
	+ã«ä²ã$ã%â�à©æ�î�èfá³ç�áÂî
à¶ã%ç©í´ÿ%ã�á;î%æÂéfëhí¦à©íÇæpé�õféfë�ã%çÈüèhí´î�èAà¶èfã%ç©ãã���í´ä²à©ä^éhæ�ðHã$ç¶åAõ�à©á³à¶í´æÂéÐæ³ñ

L
üí¦à©èÊátà^ì´ã$áÂä²à8æÂéhãðHá³ç�á³ì´ìÇã$ìXì´æTæÂðC÷

ß�é�æÂà¶èhã$çFü¿æÂç�ëhä��Qí´é�ã%ïpã%çm�ðQã%ç©å<õ�à�átà©íÇæpé&æ³ñ
L,
á³ì´ì\à¶èhãAìÇæTæÂðHä0î$á³ç©ç}�7ë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã$ä$÷	+ãAä¶ã%ã%â&á.î�èHá³ç�áÂî-à©ã%ç©íÇÿRátà©íÇæpé7þHáÂä¶ã$ë

æÂé`à¶èfã.ë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã$ä$÷aùCã%à�õHä�ñòæÂç©å6á&ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã�øÏëhí´ä²à©áÂéfî
ãÐïÂãRî-à©æÂç-ûFåÊá³à¶ç©í��
D = [d1 d2 . . . dm]

üèhæpä¶ãÊî
æpìÇõhåÐéfä
á³ç©ã;à¶èhã

m
ë�ã%ðQã%éHë�ã%éfî%ã$ä.�

d1, d2, . . . , dm

ðfç¶ãRä²ã$épàí´é
L Û äþQæTëS�Â÷���èfã�ã�:kã$î-à«æÂñZì´æTæÂðÅðQã%ç©å<õ�à�átà¶í´æÂéÅæpéaà©èhã<ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$äí¨ä0î%æÂåÐðhì´ã
à¶ã$ì6�&î$á³ð�à©õhç¶ãRëÅþ��7ðQã%ç©å<õhà¶í´éhê.à©èhã<ç©ætü«ä«æÂñ
D.

ß�é`á³é��ðQã%ç©å<õhà©átà©íÇæpé�æ³ñ
L,
íÇñ^à©èhã%ç©ã�í¨ä0áë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã

d
üí¦à©è

level(d) = j
à¶èhã$é7ì´æTæÂð

lj ,
æ³ñ\à¶èhã�ðQã%ç©å<õ�à©ã$ë7ì´æXæpðéfã$ä²à.�fî$á³ç©ç¶í´ã$ä

d.�@æÂéHä²í¨ë�ã%ç�à¶èhãaà¤ü@æÃëhã%ðQã%éfë�ã$éfî
ãåÊátà¶ç©í¨î
ã$ä
D1

á³éfë
D2

êÂí´ïÂã%é í´é�"ZíÇêpõhç©ã�8h÷�ß�éÒà©èhãaåÊá³à¶ç©í��
D1,

à¶èhã7ë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã
ïÂãRî-à©æÂç�ä

d2

áÂéfë
d3

áÂç¶ã7ä¶î$á³ì´ã$ë õhéfí¦àÐïÂãRî-à¶æpç©ä$ó
d2 = suv(1, 3)

á³éfë
d3 = suv(2, 2).

�Fætüa�8íÇéMà¶èhí¨ä�ðHã$ç¶åAõ�à©á³à¶í´æÂé!��à©èhã
ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä

d1, d2

á³éHë
d3

èfásïÂã&ì´ã%ïpã%ì¨ä
1, 3

áÂéfë
2
ç©ã$ä¶ðHãRî-à©íÇïpã%ì��bá³éHë á³ç©ã�î%á³ç©ç©íÇãRëMþ��bà¶èhã�ì´æTæÂðfä

L1, L3

á³éfë
L2ç©ã$ä¶ðHãRî-à¶í´ïÂã$ì6�p÷�+«ætü¿ã%ïÂã$ç.�Tü¿ã�î%á³éÅä¶ã%ã;à¶èfá³à«þ��.ã��hî�èfáÂéhêÂí´éhê�ç¶ætü«ä

1
á³éHë

3
æ³ñ

D1

ü@ã�î$á³é7êÂã
à«áÂé7í´éhéhã$ç¶åÐæXä¤àì´æXæpð+øÏç¶ætü
3æ³ñ^ðQã%ç©å<õhà¶ã$ë

D1)
üíÇà¶èÃéfæaî%áÂç¶ç©íÇãRëÅë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã$ä$÷�«ætüËî%æÂéfä¶í´ëhã%ç«åÊátà©ç¶í6�

D2 :
à¶èhã$ç¶ã<ã���í´ä²à©äFéhæaðQã%ç©å<õhà©átà©íÇæpé&æ³ñ^ç©ætü«ä

æ³ñ
D2

üèhí¨î�èÅî%á³é7î
ç©ã$á³à¶ã�á<ðfáÂç©áÂìÇì´ã%ìQì´æXæpðC÷�	 èfátàí¨ä¿à¶èhã�ä²à¶ç©õfî-à©õhç©ã0æÂñCà¶èhã�åÊátà©ç¶í6�
D2

à¶èfá³à�í´éfë�õHî
ã$ä@à©èhí´ä�ðfç¶æpðHã$ç²à��87&	+ã
ä¶ã%ã%â.à¶æÊî�èfá³ç�áÂî
à¶ã$ç¶í´ÿ%ã0à¶èhí¨ä«ä²à¶ç©õfî-à©õhç©ã;í´éà¶èhã�ñòæpìÇì´ætüíÇéfêÐëhí´ä©î
õfä©ä¶íÇæpéì´ã$ápë�íÇéfê<à©æY��èhã%æpç¶ã$å #Â÷

ß�é á³é���êpíÇïpã%éÒðHã$ç¶åAõ�à©á³à¶í´æÂéÒæ³ñ¿à¶èfã.ìÇæTæpðfä��Zá³ì´ì�à¶èhã
n
ì´æTæÂðfä�üí´ì´ìÈî%áÂç¶çm�Ãë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä�í¦ñ«á³éHë`æpéhì��ÃíÇñ¿à©èhã%ç©ã.á³ç©ã&øÏá³à

ì´ã$áÂä²à�û
n
ëhã%ðQã%éfë�ã$éfî
ãaïÂã$î
à¶æpç©ä�üíÇà¶è ì´ã%ïpã%ì¨ä

1, 2, . . . , n.
ß¯ñü¿ã.èfásïÂãÊë�ã$ðHã$éfë�ã$éfî
ãïÂã$î
à¶æpç©ä�æÂñáÂìÇì@ìÇã$ïÂã$ì´ä.ø

1, 2, . . . , n
û�íÇé

ã%ïpã%çm�ðQã%ç©å<õhà©átà©íÇæpé�æ³ñ8à©èhã�ìÇæTæÂðHä«í´é
L,
à©èhã%é�ü¿ãAî$á³éÃä©á3�à¶èfá³à0à©èhã%ç©ã<í¨äFéfæaðQã%ç©å<õ�à�átà¶í´æÂé�à¶èfá³à0üí´ìÇì�ã���ðQæpä¶ã<á.ðHá³ç�á³ì´ìÇã$ì

ì´æXæpðC÷
9  ù�ï � ù�ð ��: �^ïpã%çm�<ðQã%ç©å<õ�à�átà©íÇæpéÊæ³ñkà¶èhã0ç¶ætü«ä^æ³ñ D üíÇì´ìHî%æÂéXà©áÂíÇé

n
î%æÂì´õhåÐéfä^üíÇà¶èÊì´ã%ïpã%ì¨ä

1, 2, . . . , n
v �0���d{7���U����v �

Dî
æpéXà©á³í´éfä@á
n×n

ä¶õhþ.åÊátà©ç¶í6��üèfæpä¶ã0î
æpìÇõfå�éHäÈî%áÂé.þQãFðQã%ç©å<õ�à©ã$ëÊà©æ�ñòæpç¶å á<ë�í¨á³êpæÂéfáÂìhåÊátà©ç¶í6�J�Xä©á3�
diag(c1, c2, . . . , cn),üèhã$ç¶ã

c1, . . . , cn

áÂç¶ã;à¶èfã�ä¶î$á³ì´ã0ñÏápî-à©æÂç�ä@æÂñ\à©èhã
n
ä©î%áÂìÇãRëaõféhí¦à«ïpã$î
à¶æÂç�ä$÷

; � ï!ï���: ø =⇒ û�ÅFä©ä²õfå�ã�à©èfátà«ã$ïÂã$ç}�.ðQã%ç©å<õhà©átà©íÇæpéÅæ³ñZà¶èhã�ç©ætü«ä�æ³ñ
D
üíÇì´ì�î
æpéXà©á³í´é

n
î%æÂì´õhåÐéfäüíÇà¶èÅìÇã$ïÂã$ì´ä

1, 2, . . . , n.ùCã%à
x1, . . . , xn

þHãaà¶èhãRä²ã
n
î
æÂì´õhåÐéfäAüí¦à©è ì´ã%ïÂã$ì´ä

1, 2, . . . , n
ç¶ãRä²ðQã$î
à¶í´ïÂã%ì��Â÷ � íÇïpã%é à©èfátà�ü@ãèfásïÂãÊã���ápî-à©ì6�

n
ïÂãRî-à©æÂç�ä

ã$ápî�èÒèfásïTíÇéhê�á&ëhí�:kã%ç©ã%éXà<ì´ã%ïpã%ì���à©èhã��Òá³ì´ìÈèfásïpã�à¶æ�þQãaì´íÇéfã$á³ç©ì���íÇéHë�ã%ðQã%éfëhã%éXà$÷&ß¯ñü¿ãaä²èfætü)à©èfátà�à©èhã$ä¶ã
n
î
æpìÇõfå�éHä�á³ç©ã

ä©î%á³ì´ã$ëÅõféhí¦à;ïÂãRî-à¶æpç©ä.�hà©èhã%éÃü@ã<î$á³é�áÂìÇü�á3��äðHã$ç¶åAõ�à¶ã�à¶èhãRä²ã�î
æÂì´õhåÐéfä«à¶æ.ñòæpç¶å á
n × n

ë�í¨á³êÂæpéfá³ì\ä²õhþ&åÊá³à¶ç©í��Åæ³ñ
D.

��æ
ä¶èhætü)à©èfátà

x1, . . . xn

á³ç©ã.ä¶î$á³ì´ã$ë+õhéhíÇàAïpã$î-à©æÂç�ä�ü@ãaüíÇì´ìÈõfä¶ã.ðhç©æTæ³ñ�þ��+î%æÂéXà¶ç�áÂë�í¨î-à©íÇæpéC÷ÅùCã
àAõfä<ápä¶ä¶õhåÐãÊà¶èHátà�à©èhã��Òá³ç©ã
øÏáÂìÇì½û<éhæ³àÊä¶î$á³ì´ã$ëMõhéhíÇà�ïpã$î-à©æÂç�ä%÷��Fæ³à¶ãà¶èHátàÐà¶èhã7ïÂãRî-à©æÂç

xn

üíÇà¶èbìÇã$ïÂã$ì
n
èfáÂä<à¶æ+þHã&á`ä¶î$á³ì´ã$ë õféhí¦àÐïÂãRî-à©æÂçR÷ ùCã
à�à¶èfã

n − 1
î
æpìÇõfå�éHä�ã$ápî�èÒèfásïÂãÊæpéhã.åÐæÂç©ãÊéhæÂéhöOÿ$ã%ç©æ&ã%éXà¶çm�ÃþQã%ì´ætü à¶èhã$íÇç�Lfç©ä²à<éhæpé�ö¯ÿ%ã%ç©æÅã%éXà¶çm�Â÷E	 íÇà¶èfæÂõ�à<ì´æpä©ä�æÂñêÂã%éfã%ç�á³ìÇö
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M
êÂí´ïÂã%éAþHã$ìÇætü�÷
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=
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#p÷&@ ö�ñ�òHó óaÙFã$ðHã$éfë�ã$éfî
ãÊåÊátà©ç¶í6� D. AYò�ó.ñIòHó ó�þQæTæÂì´ã$á³é`ïtá³ì´õhãÐíÇéfëhí´î$átà¶í´éhêÅüèhã%à¶èhã$ç�à¶èhãÊí´éhðhõ�à�ì´æTæÂð+éhã$ä²à�èfáÂä�áÂé9�ðfá³ç�á³ì´ìÇã$ìkìÇæTæÂð7æÂçéfæ³à$÷
)h÷ú^í´î�âÒá³ì´ì^à©èhãaî%æÂì´õhåÐéfä�æÂñ

D
üèhí´î�è áÂç¶ã.ä©î%áÂìÇãRëÒõhéhíÇàAïpã$î-à©æÂç�ä%÷���èhí¨äAî$á³éÒþQãë�æpéhã.í´é

O(nm),
üèhã%ç©ã<�

n
í´ä�à¶èhã

éXõfå<þQã%çæ³ñZç¶ætü«ä¿æÂñ
D
á³éHë

m,
à¶èfã�éXõfå<þQã%çæ³ñ�î
æpìÇõhåÐéfä$÷Z��èhã$ç¶ã�î%áÂéþQã�átà«åÐæXä¤à

m
ä¶õfî�è&î
æÂì´õhåÐéfä$÷

8f÷¹ÅFä¿ü@ã;ðhí¨î�âÐà¶èhã�î%æÂì´õhåÐéfä¿íÇéaà¶èhã�ðhç©ã%ïTí´æÂõfä¿ä¤à©ã%ð7ü@ã�î%áÂéaéhæÂà¶ã0à¶èhã$íÇç�ì´ã%ïpã%ì¨ä%÷D�@èhãRî�âÊüèhã
à©èhã%ç¿à¶èfã%ç©ã;áÂç¶ã
n
î
æpìÇõhåÐéfä

ã$áÂî�èÅæÂñ^üèhí´î�è&í¨äFáä¶î$á³ì´ã$ë7õhéhíÇà0ïpã$î
à¶æÂçFñòæÂç;á.ë�í¨ä¤à©íÇéfî
à
j,
ív÷ ãÂ÷��

suv(cj , j)
ñòæpç

j = 1 . . . n.
��èhí¨äFî%áÂé�á³ì¨ä²æÊþQãAëhæÂéhã

íÇéà¶í´åÐã
O(nm).

ß¯ñZà¶èhã$ç¶ã�áÂç¶ã�ä¶õfî�è
n
î
æpìÇõfå�éHä�ç¶ã%à¶õhç©é7á ó � òIù �hç©ã
à¶õfç¶éÅá ��ôUø�ÿ,ù æ³à©èhã%ç©üí¨ä²ãp÷

�«ætü ü¿ã0î$á³éíÇéXà¶ã$ç©î�èHá³éhêpãà¶èhã;ì¨áÂä²àÈà¤ü¿æ<ç©ætü«ä^æ³ñ
M
à¶æ�êÂã
à

M ′
íÇéüèhí´î�èaà¶èhã$ç¶ã0í´ä¿éhæ�ë�ã%ðQã%éHë�ã%éfî%ã0æÂñ�ì´ã%ïÂã$ì

n
á³éfëÊèfã%éfî%ã

ì´æXæpð
ln
ë�æTã$äFéhæ³à0î$á³ç©ç}�7á³é��Åë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ãÂ÷ç¿õ�à0à¶èhí¨äFí¨äFáaî
æÂéXà©ç©ápë�í´î
à¶í´æÂé7à¶ææÂõhç;áÂä©ä²õfå�ðhà¶í´æÂé7à¶èfá³à0ã$ïÂã%çm�aðQã%ç©å<õhà©átà©íÇæpé

æ³ñZà¶èfã;ç©ætü«ä�æ³ñ
D
î
æÂéXà�á³í´éfä

n
î%æÂì´õhåÐéfä�üí¦à©è&á³ì´ìkà¶èhã�ì´ã%ïpã%ì¨ä%÷�+«ã$éfî
ã�à©èhã�ðhç©æTæ³ñ¤÷

�; � ï!ï���: ø⇐=
ûh�«ætüÍü¿ã�áÂä©ä²õhåÐã�à©èfátà

D
î
æÂéXà�á³í´éfä«á

n × n
ä¶õhþ&åÊátà©ç¶í6�üèfæpä¶ã�î
æÂì´õhåÐéfä0î%á³é&þQã�ðQã%ç©å<õ�à©ã$ë7à©æÊñòæÂç©å!á

ë�í¨á³êpæÂéfáÂì�åÐá³à¶ç©í��&ä©á3�
diag(c1, c2, . . . , cn).

ùCã%à
C
þHã�à¶èhí¨ä

n × n
ä²õhþ&åÊá³à¶ç©í��7æ³ñ

D
üèhæpä¶ã�î
æpìÇõfå�éHäFî%áÂé&þHã<ðHã$ç¶åAõ�à¶ãRë

à¶æMñòæÂç©å
diag(c1, . . . , cn).

	`ã+éhã$ã$ë�à©æbä¶èhætü!à¶èfá³àã%ïpã%çm�bðQã%ç©å<õhà©átà©íÇæpé æ³ñ
D
üí´ì´ì;î%æÂéXà©áÂíÇé

n
î%æÂì´õhåÐégüí¦à©èÔì´ã%ïpã%ì¨ä

1, 2, . . . , n.
ß¯à¿í´ä@æÂþTïTí´æÂõfä^à¶èfá³à�á³ñ½à¶ã%ç�á³é��Ðä²ã%à¿æÂñCç¶ætü�ðQã%ç©å<õ�à�átà©íÇæpéfä^æÂñ\á�ë�í¨á³êpæÂéfáÂìfåÊátà©ç¶í6�Ðà¶èhã$ç¶ã0ã���í´ä²à©ä¿á<ä¶ã
à¿æ³ñ�î%æÂì´õhåÐé

ðQã%ç©å<õ�à�átà¶í´æÂéHä�à¶èfá³à�üíÇì´ì^þhç©í´éhê&í¦à�þHáÂî�â�à©æ�ë�í¨á³êÂæpéfá³ì�åÊátà©ç¶í6�Ãñòæpç¶åÅ÷�+Fã%éfî%ã<��átñ½à©ã%ç<áÂé9�`ä²ã%à�æ³ñ�ðHã$ç¶åAõ�à©á³à¶í´æÂéfä�æÂñ
C
ü¿ã

î%áÂéÃî
æpìÇõfå�éÃðHã$ç¶åAõ�à¶ã
C
à¶æåÊá³âÂã<í¦à�áaë�í¨á³êpæÂéfáÂì�åÊátà©ç¶í6��÷R��èfí´ä;ë�í¨á³êÂæpéfá³ì\åÊátà¶ç©í6�7ñòæpç¶å åÊá³âpã$äFí¦à�æÂþTïTíÇæpõfäà©èfátà0à¶èhã

nî
æpìÇõfå�éHä�èfásïÂã�ì´ã%ïÂã$ì´ä
1, . . . , n

ç¶ãRä²ðQã$î
à¶í´ïÂã$ì6�p÷�+Fã%éfî%ã�à¶èhã�ðfç¶æTæ³ñ¤÷
�ùCã%à@õfä@ì´æXæpâ�á³àÈà©èhãFà¤ü¿æ<ë�ã$ðHã$éfë�ã$éfî
ã;åÊátà¶ç©í¨î
ã$ä

D1

á³éHë
D2

øÏîÂ÷ ñ¤÷Z"Zí´êÂõhç©ã 8Xû��Tá³êXá³í´é!�pþfõ�à@í´é.à©èhãFì´íÇêpèXà@æ³ñ���èfã%æÂç©ã%åÒ#Â÷
	+ã;î$á³éä¶ã%ã0à¶èHátà�þ9�Êã��hî�èfá³éhêpíÇéfê�ç¶ætü«ä

1
á³éfë

3
æ³ñ

D1

ü¿ã0î$á³éaêpã
àá³éíÇéhéfã%ç¿å�æXä¤à�ì´æXæpð`øÏç¶ætü
3
æ³ñ�ðQã%ç©å<õhà¶ã$ë

D1)
üí¦à©è

éhæÅî%áÂç¶ç©íÇãRë�ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä$÷G��èhã$ç¶ã�ã���í¨ä¤à�äFéhæ7ðQã%ç©å<õ�à�átà¶í´æÂéHä0æÂñÈç©ætü«ä«æ³ñ
D2

üèhí¨î�è`î$á³é+î
ç©ã$átà©ãAáaìÇæTæÂð`üí¦à©è`éfæ7î$á³ç©ç¶í´ã$ë
ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä$÷C0éhã<î$á³éÅæÂþfä¶ã%ç©ïÂã�à©èfátàFà¶èhã<î%æÂì´õhåÐéfä

d4, d3,
áÂéfë

d2

á³ç©ã�ä¶î$á³ì´ã$ë7õhéhíÇà0ïpã$î
à¶æÂç�ä$ó
suv(3, 1), suv(2, 2)

áÂéfë
suv(1, 3)

ç¶ãRä²ðQã$î
à¶í´ïÂã%ì��Â÷I"hõhç¶à¶èfã%ç,�³éhæ³à©ãÈà©èfátà�à©èhã
3×3

ä²õhþAåÊátà¶ç©í6��ñòæÂç©å�ãRë�þ���à©èhãî
æÂì´õhåÐéfä
d4, d3, and d1

í¨ä8á0ë�í¨á³êpæÂéfáÂì
åÊátà©ç¶í6��ó

diag(3, 2, 1).
C0éfã�î$á³éÅïÂã$ç¶íÇñ/�Y��èhã$æÂç©ã%å #�æÂéà¶èfã$ä¶ã�ã��há³åÐðhì´ã$ä$÷

��èhã$æÂç©ã%å #�êpíÇïpã$äõfäFá³é&ã
ô.î%íÇã$épà«ü�á3�.à©æ.î�èhã$î�âüèhã
à©èhã%ç«à¶èhã$ç¶ã�ã��Tí¨ä²à©äFá³à«ìÇãRáÂä²à«æÂéhã�ì´æTæÂð&éhæ.î$á³ç©ç¶í´ã$ë7ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä
ì ü@ã�æÂéhì��Åéhã%ãRë�à©æ7î�èfã$î�âÅüèhã
à©èhã%ç;à©èhãÊë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ãAåÊátà©ç¶í6� D

î%æÂéXà©áÂíÇéHä
n × n

ä²õhþ`åÊátà¶ç©í6��üèhæpä¶ãAî%æÂì´õhåÐéfä�î%á³é`þHã
ðQã%ç©å<õ�à©ã$ë�à©æ«ñòæÂç©åÓá«ë�í¨á³êpæÂéfáÂìÂåÊátà©ç¶í6�

diag(c1, . . . , cn).
��èhí¨ä\î$á³é�þQã@ë�æpéhãÈí´é�à©íÇåÐã¿ìÇí´éhã$áÂç�í´é�à¶èfã¿ä¶íÇÿ$ã^æ³ñ�à©èhã�ë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã

åÊátà©ç¶í6�
D.
��èfã;æpõ�à¶ì´í´éhã�æ³ñZà¶èhã�áÂìÇêpæÂç©í¦à©èhå�í¨ä�êÂí´ïÂã%é7í´é�ÅFìÇêpæÂç©í¦à©èhå #p÷

B C7`�^�Ý�f ÚD"FER^Gj
Þ
Û i�,GfG.¼Þ
×&g Ø�Ù�^�×&iH"tÚ�Ù�Ã(^�Ø\Þ
Ú<×�i
	 èhã$é ìÇæTæÂðÒðQã%ç©å<õ�à�átà©íÇæpéfä�á³ì´æÂéfã.î%á³éféhæ³à�ã��TðQæpä¶ã.á&ðfáÂç©áÂìÇì´ã%ì8ì´æTæÂð!�Zü¿ãÊéhã%ãRë+à¶æÃä¶âÂã$üËà¶èfãaì´æXæpðÒéhã$ä²à$÷&	`ãaåÐáÂâÂãÐà¤ü¿æ
æÂþHä²ã$ç¶ïtátà©íÇæpéfäÊç©ã%êXá³ç�ë�íÇéfê`à©èhã`ä¶âÂã$ü åÐá³à¶ç©í��

S
à©èfátàaü¿ã`ä¶ã%ã$âbí´é à©èhã`î%æÂå<þfíÇéhãRë�æÂð�à©íÇåÐí´ÿ$á³à¶í´æÂé ðhç©æÂþhì´ã%å9ø�#sû-÷ ��èfã$ä¶ã

æÂþHä²ã$ç¶ïtátà©íÇæpéfä¿éfá³ç©ç©ætügë�ætüéaà©èhã�ä¶ã$á³ç�î�èä¶ðfápî
ã�æ³ñ
S.

• A�öIøJI ñDïlÿ.õ�ó.õ/÷lùüÿLK5ùNM�ÿ�ñ � ï!þHò-O<ù ø�ï�ïUñ�ÿ�ó  ô�óØôSþHðWõ/ó � ùPO;ó.ôUöQ>lòHønô � ó.õnø�õ�ö->Hú 	`ã�èHásïÂã7à¤ü@æ î%æÂéfä²à¶ç�á³í´éXà©ä$ó
D ≥ 0

øÏä¶í´éfî
ã0æÂõhç@íÇéhðfõ�à@ì´æTæÂð.éhãRä¤à�áÂë�åÐíÇà©ä@ç¶ãRî-à�á³éhêpõhì´áÂç�à¶í´ìÇí´éhêTûÈáÂéfë
SD ≥ 0

øvä²í´éfî%ãFü¿ãFç©ã$ýXõhí´ç¶ãà©èhã0ä¶âÂã$ü@ãRëÐìÇæTæpð
éhã$ä²à0à©æ7ápë�åÐí¦à�ç©ã$î
à©á³éfêÂõhì¨á³çFà¶í´ìÇí´éhêXû
÷�"hç©æÂå ��èfã%æÂç©ã%å #��kü@ã�âTéhætüÓà¶èHátà.��íÇñÈà©èhãÐíÇéfðhõ�à�ìÇæTæpðÃéhãRä¤à�ë�æTã$ä;éhæÂà;èfásïpã
á³é��ðHá³ç�á³ì´ìÇã$ìCìÇæTæpð!�fà©èhã%é�à¶èhãÐë�ã%ðQã%éHë�ã%éfî%ã<åÊátà©ç¶í6�

D
èfáÂä0á

n × n
ä²õfþ�åÊátà¶ç©í6�7üèhæXä²ãAî
æÂì´õhåÐéfä;á³ç©ã�ä¶î$á³ì´ã$ëÅõhéfí¦à

ïÂã$î
à¶æpç©ä¿á³éfëaüèhí¨î�èî%áÂéþQã;ðHã$ç¶åAõ�à¶ãRë.à©æAñòæpç¶å¼á�ë�í¨á³êpæÂéfáÂìHåÊátà©ç¶í6�J��ä¶á3�
M = diag(c1, · · · , cn).

	 í¦à©èhæÂõ�àì´æpä©ä¿æ³ñ
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n
î
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D
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[M N ],
üèhã%ç©ã

M = diag(c1, . . . , cn)
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n × n
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÷��\æAä¶ã%ã;üè��<�XìÇã%à¿õHä¿ä¶ã%ã0üèfátà�èfáÂðhðHã$éfä@üèhã%éü@ã;ä²âpã%ü ì´æXæpð

Li

üíÇà¶èaç©ã$ä¶ðQã$î-à¿à¶æ�á�ì´æTæÂð
Lj

üí¦à©è
á�éhã%êXátà©íÇïpãFä²âpã%ü�ñÏápî-à¶æpç

−f
øÏî
ñ¤÷D�Tã$î
à¶í´æÂé�8f÷6#ñòæpç@éfæ³à©á³à¶í´æÂéHû
÷���õfî�èá�ä¶âÂã$ü ü@æpõhì¨ëÊáÂëhëÐà©æ�à©èhã

i
öOà¶è.ç©ætü æ³ñ

M,
à¶èhã

j
öOà¶è7ç©ætügå<õhìÇà¶í´ðhì´íÇãRë7þ9�

(−f).
��èhã�éhã$ü

i
öOà¶è7ç¶ætüÔü@æpõhì´ëèfásïpã

−f × cj

í´éÅí¦à�ä
j
övà©è7ã$éXà¶çm�Â÷���èhí¨ä�éhã%êXátà¶í´ïÂã�ã$épà©ç}�

í´ä�éfæ³à<ðQã%ç©åÐí¦à¶à¶ã$ë ä¶í´éfî
ã.ü¿ãÊç©ã$ýXõhí´ç¶ãÐà©èfátàAáÂìÇìÈà¶èhãaã%éXà¶ç©íÇãRä�æ³ñ�à©èhãÊà¶ç�á³éHä¤ñòæpç¶åÐã$ë`åÊátà©ç¶í6� ø
SD

û�þQã.éhæpé�ö¯éhã%êXátà¶í´ïÂãp÷
+«ã%éHî
ã<��æpéhì��.ðHæXä²íÇà¶í´ïÂã�ä¶âÂã$ü ñÏáÂî
à¶æpç©äáÂç¶ã;ïtá³ì´í´ëJ�Hä²í´éfî
ã�á�ÿ%ã$ç¶æÊä¶âÂã$ügñÏáÂî
à¶æpç¿í¨ä�%¤õfä²àFá³é7í¨ë�ã%éXà¶íÇà��.à©ç©áÂéfä²ñòæÂç©åÐá³à¶í´æÂéC÷

• RSKlùTM�õnöQ>�ôSö)I�ïlöHù�ønï!ïUñUM�õ/ó U� ù9ÿ.ñDùPO;ó0ó,ïDV.òIÿ.ó0ïlöIù�ïUó  ù � ønï!ïUñ�õnÿRÿ,òQWXO<õ�ù�ödóaôSöIþ�ï5ñHó,õ�ð�ôSøNú 	`ãFä¶ã%ã$â�à¶æà¶ç�á³éfä²ñòæÂç©åÓà¶èfãìÇæTæÂðÐéhãRä¤à¿ä²æ�à©èfátà^í´éÐà¶èhã«à¶ç�á³éfä²ñòæÂç©åÐã$ëAìÇæTæÂðÐéhãRä¤à8à©èhã%ç©ãí¨ä^æÂéfãìÇæTæÂð�à©èfátàÈî$á³ç©ç¶í´ã$ä�éhæ�ëhã%ðQã%éfë�ã$éfî
ãRä��
ív÷ ãÂ÷��tðfá³ç�á³ì´ì´ã%ìO÷ � íÇïpã%é<à¶èfá³à\à©èhã@í´éhðhõhàZì´æTæÂð�éhãRä¤à�í¨ä�ñòõfìÇì���ðHã$ç¶åAõ�à©áÂþhì´ã<�³átñ½à©ã%ç�ä²âpã%üí´éhêU�sü¿ã@î$á³é<ðQã%ç©å<õhà¶ã^à©èhí¨ä\ðHá³ç�á³ì´ìÇã$ì
ìÇæTæÂðà¶æÐà©èhã�í´éhéhã%çåÐæXä¤à«ðQæpä¶í¦à©íÇæpé7à¶æÐêÂã%à«æÂõhç«ë�ãRä²í´ç©ã$ëìÇæTæÂð7éhãRä¤àR÷D��æÊåÊáÂâÂã�á³é��.æpéhã�ìÇæTæÂð��hä¶á3�

Li,
ðHá³ç�á³ì´ìÇã$ìn��íÇà«í´ä

ä²õ�ô.î%íÇã$épà8à©æ�ä²âpã%ü�ä²æpåÐãæ³à¶èfã%ç8ì´æXæpð!�pä©á3�
Lj ,

üíÇà¶èÊç©ã$ä¶ðHãRî-à8à¶æ
Li.

Å«ì¨ä²æ5�ÂêÂí´ïÂã$é<à©èfátà;øòðQæpä¶í¦à©íÇïpãRû�ä¶âÂã%üí´éhê�í´éfî
ç©ã$ápä²ãRä
à¶èhã;ìÇã$éhê³à©èaæÂñCà¶èhãÐøòðQæpä¶íÇà¶í´ïÂãRû@ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä.�hä¶âÂã%üí´éhêAüí¦à©èaç©ã$ä¶ðHãRî-à¿à¶æ�å�æpç¶ãFà¶èfáÂéaæpéhã0ì´æTæÂð.üí´ì´ìCá³ì´ü¿á3��ä^ðfç¶æ�ë�õfî%ã
ìÇæpéhêÂã$ç�øÏüèhã%é.î%æÂåÐðfáÂç¶ãRë�à¶æ�ä¶âÂã$üíÇéfê;ü�÷ çR÷ àR÷�à©æ�%¤õfä¤à@æÂéhãì´æTæÂðHûZë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä$÷�Å«éfë!�³à¶èfã«ìÇæpéhêÂã$ç�à¶èhã«ëhã%ðQã%éfë�ã$éfî
ãRä��
à¶èhãAì´áÂç¶êpã%çà©èhãAþQæÂõféfë�í´éhêaþQæ3�ÅáÂéfë&èhã$éfî
ã��Qà¶èhã�êÂç©ã$á³à¶ã%ç«à¶èhãAìÇæXáÂë�ä²à¶æpç¶ã�ïpæÂì´õhåÐã<�

LS(~t, bbox(SD)).
�TæU�kä¶âÂã%üí´éhê

üí¦à©èÊç¶ãRä²ðQã$î
à^à¶æh%¤õHä¤àÈæpéhã«æÂà¶èhã$ç^ìÇæTæpðÊí´ä@á³ì¨ä²æ�æpð�à¶í´åÊá³ìO÷Iç��Ðá�ä²í´åÐíÇì¨á³ç@á³ç©êÂõhåÐã%éXà,�Âä²âpã%üí´éhê�þ���á�ñÏáÂî-à©æÂç^ì¨á³ç©êÂã$ç�à¶èfáÂé
1
à©æÐðfá³ç�á³ì´ìÇã$ìÇí´ÿ%ã0à¶èfã�ìÇæTæÂð7æÂéfì6�íÇéfî%ç¶ãRáÂä¶ã$ä@à¶èfã�ìÇæXáÂëaä²à¶æpç¶ã�î%æpä²àáÂéfëí´ä«ä¶õhþ�ö¯æÂðhà¶í´åÐáÂìv÷

ç�áÂä¶ã$ëæÂé7à¶èfã�à¤ü@æÊæpþfä²ã$ç¶ïtá³à¶í´æÂéfä¿åÊáÂë�ã�áÂþHætïpã<�Tü¿ã�ä²ã$ã%â.à©æ-LféfëÅðQæpä¶í¦à©íÇïpã�ä²âpã%ü«ä¿æ³ñ�æÂéhã�ì´æTæÂðÅüíÇà¶èÅç¶ãRä²ðQã$î
àà¶æ0%¤õfä²àFæpéhã
æ³à©èhã%ç8ì´æTæÂðC÷���èhã�éTõhå<þQã%ç8æÂñkî�èfæÂí¨î
ã$ä\ñòæpç^ä²õfî�èÐä¶âÂã%ü«ä�í¨ä

d×(d−1)
üèhã$ç¶ã��

d
í¨äZà¶èhã«ë�ã$ð�à¶èÐæÂñfà¶èfãìÇæTæÂð�éhãRä¤à^ü¿ãî
æÂéHä²í¨ë�ã%çR÷

��èhí¨äFêpíÇïpã$ä«á.ìÇí¨ä¤à;æ³ñ
d(d − 1)

ðQæ³à¶ã$éXà¶í¨á³ì´ì6�ÅæÂðhà¶í´åÐáÂì\ä¶âÂã$ü«ä%÷¹"fæÂçFã��há³åÐðhì´ã<�HñòæÂç0á.ìÇæTæÂð&éfã$ä²à0üíÇà¶èÃë�ã$ð�à¶è
2
æÂç

3
ü@ã<üíÇì´ì

èfásïpã
2
æpç

6
î�èhæpí´î%ã$ä�æ³ñ�ä²âpã%ü«ä.��ç¶ãRä²ðQã$î
à¶í´ïÂã$ì6�p÷

Y CÊÚGj�EÊÞ
×&g�ØHb&f Úa`Ø\Þ�Ã(^Gj+Ø\Þ�j
Þ
×&g `Ù�Ú! �j�f¹Ã
��èhãÐæÂðhà¶í´åÐáÂì�à¶í´ìÇí´éhêÅðhç©æÂþhì´ã%å*î$á³é`þHã.î$áÂä²à�ápä;áFZ¹r�����r�Q�P�v��4y�P}�}�<P}�;� ø\[Q]�^�'�#.[3*¯÷4	+ã-Lfç�ä¤à�í´épà©ç¶æ�ë�õHî
ãAà¶èhã_[Q]�ñòç�á³åÐã%ö
ü¿æÂç©âÒáÂéfë à©èhã%é�ä¶èhætü¼èhætü�à©èhãÅðhç©æÂþhì´ã%å ø�)ÂûAæ³ñ¹LHéfë�í´éhêÒæÂð�à©íÇåÊá³ì¿à©íÇì´ã&ä²í´ÿ%ãRä�î$á³ébþHã&î%ápä¤àÊáÂäÐáÂéMß�éXà¶ã$êÂã%ç � ã$æÂåÐã
à©ç¶í¨î
ú^ç©æÂêpç©áÂåÅø\`J[H])^%÷a`J[Q]�ä�èfásïpãÊá³ì¨ä²æÅþQã%ã%é õHä²ãRë`ã$ì´ä¶ã%üèfã%ç©ãE'6#,X3*��\à¶æ�ä¶æÂì´ïÂãÊá&ä¶íÇåÐí´ì´áÂç�ðhç©æÂþhì´ã%å��ZïXí´ÿÂ÷��!LHéfë�í´éhê�æÂðhà¶í´åÐáÂì8à¶í´ì´ã
ä¶íÇÿ$ã$ä¿ñòæÂç«ëhã%ã%ðÅåÐã%åÐæpç}�Êèhí´ã%ç�á³ç�î�èhí´ã$ä$÷

b ÇNÈ cæ×!ËDÎÖ×JÑ�ÊUÓNß¼É=ÊSËZÌDÊSÍ�ÎÖÎ Ó}Ï¹Ì
ùCã%à

x
ë�ã%éhæÂà¶ã¿à¶èfã¿ïpã$î
à¶æÂç

(x1, x2, . . . , xn)
æÂñ

n
ç©ã$áÂìn�ÂðHæXä²íÇà¶í´ïÂã¿ïtá³ç©í´áÂþhìÇãRä%÷IÅbñòõhéfî-à©íÇæpé

f
í´ä8î$á³ì´ìÇãRë<á~U� s ���l�;�4v��;�Hñòõféfî-à©íÇæpé

æ³ñ
x
íÇñZíÇà«èfáÂä¿à©èhã�ñòæÂç©å

f(x1, x2, . . . , xn) =

t∑

k=1

ckxα1k

1 xα2k

2 · · · xαnk
n

üèhã$ç¶ã
cj ≥ 0

á³éfë
αij ∈ R.

�«æÂà¶ãÐà¶èHátà�à¶èfã.î
æTã
ô.î
í´ã%éXà�ä
ck

å<õHä¤à�þQã.éhæpéhéhã%êXátà©íÇïpã<�Cþhõhà�à¶èhã.ã���ðHæpéhã%éXà©ä
αij

î$á³éÒþQã
á³ç©þhíÇà¶ç�á³çm�ç©ã$áÂì\éTõhåAþHã$ç©ä.�kíÇéHî
ì´õfë�í´éhêéfã%êpá³à¶í´ïÂã�æpçFñòç�áÂî
à¶í´æÂéfáÂìv÷0	 èhã$é�à©èhã%ç©ãAí¨ä;ã��háÂî
à¶ì��ÅæÂéhãAéhæÂéhÿ$ã%ç©æ.à©ã%ç©å íÇéÃà¶èhãÐä²õfå&�
íO÷ ãp÷6�

t = 1
á³éHë

c1 > 0,
ü¿ãFî%áÂìÇì

f
á������l�;�4v��;�kñòõhéfî
à¶í´æÂéC÷Z"fæÂç^ã���áÂåÐðhìÇã��

0.7+2x1/x2
3 +x0.3

2

í¨äÈá�ðHæXäN�Téhæpå�í¨á³ìZøòþhõhà@éhæÂà
åÐæÂéhæpåÐí´áÂì¨û��

2.3(x1/x2)
1.5

í´ä;á.åÐæpéhæÂåÐí¨á³ì�øÏá³éHëJ�kèhã%éfî%ãAáaðHæXäN�Téhæpå�í¨á³ì½û��küèhí´ì´ã
2x1/x2

3 − x0.3
2

í¨äFéfã%íÇà¶èhã$ç$÷0�«æÂà¶ãAà¶èfá³à
ðQæpä}�XéfæÂåÐí´áÂì´ä�áÂç¶ãÊî%ìÇæXä²ãRë`õféfë�ã%çAáÂëhë�íÇà¶í´æÂé��\åAõhì¦à©íÇðfìÇí¨î%á³à¶í´æÂé!�Zá³éfë+éhæpéhéhã%êXátà©íÇïpãÐä©î%áÂìÇí´éhêH÷��&æÂéfæÂåÐí´áÂì´ä�áÂç¶ã.î%ìÇæXä²ãRëÃõféfë�ã%ç
å<õfì¦à©íÇðhì´í¨î%átà©íÇæpé&á³éfë7ë�í´ïXí¨ä¶íÇæpéC÷

#.[



Å ��r��;�7r�QnP�v��¹~dP}�}�<P}�;� ø � ú@û¿í´äFá³é7æÂð�à©íÇåÐí´ÿ$átà©íÇæpéðfç¶æpþhìÇã$å¼æ³ñZà¶èfã�ñòæÂç©å

mimimize f0(x)

subject to fi(x) ≤ 1, i = 1, . . . , m

gi(x) = 1, i = 1, . . . , p
øn8pû

xi > 0, i = 1, . . . , n

üèhã$ç¶ã
f0, . . . , fm

á³ç©ã<ðQæpä}�TéhæÂåÐí¨á³ìCñòõféfî-à©íÇæpéfä�á³éfë
g1, . . . , gp

áÂç¶ã<å�æpéhæÂåÐí¨á³ì\ñòõhéfî
à¶í´æÂéfä$÷0ß¯ñ
∀i = 1 . . . n : xi ∈ Z,

ü¿ã
î%áÂìÇìkà©èhãd[Q]áÂéÅß�épà©ã%êpã%ç � ã%æpå�ã%à¶ç©í´î;ú^ç©æÂêpç©áÂåfeg`J[Q]�^%÷

b ÇnÜ h�ê¹ÑSÓNÎÖÍ�Ô�Ñ�Ó}ÔNÓ}Ï¹Ì êÊUË�i ÔN×�Î ÓNë?Í�Ïkj8cÞÉ
��èhã¿æÂð�à©íÇåÊáÂìpà©íÇì´í´éhê0ðfç¶æpþhìÇã$å�øn)Âû\ä¶ã%ã%â�ä�à¶æ�î�èhæTæpä¶ã^à©íÇì´ã¿ä¶í´ÿ%ã$ä�à¶èHátà8åÐíÇéhí´åÐíÇÿ$ã¿ä¶æÂåÐã¿î
ç©í¦à©ã%ç©í´á0á³éfëAä¶á³à¶í¨ä¤ñ/��ä¶æÂåÐã¿î%æÂéfä²à¶ç�á³í´éXà©ä$÷
��èhã;âÂã.��í´éfä¶íÇêpèXà@í¨ä^à©èfátà0Q�qUr0����P�v��<|��6r s ���RQ�q�v s ��~lQ�v��4v
	,��Q�v����Y~lP}��|���r��4�ZQnv���r s v
	.r s �D��P}r4����MD�;� s ~U� s v�Q�v��3r,O���æU�TðHæpì6�TéhæpåÐí´áÂì
âTíÇéHëæÂñ�ñòõhéHî-à¶í´æÂéHäæ³ñZà¶í´ìÇã�ä¶í´ÿ%ã$ä�éHátà¶õfç©áÂìÇì��ÊþHãRî
æpå�ã�ðQæpä}�TéhæÂåÐí¨á³ì¨ä��Tüèhã$é7à¶èhã�î%æXã%ô.î
í´ã%éXà©äáÂç¶ã;éhæÂéhöOéhã$êpá³à¶í´ïÂãÂ÷
9  ù�ï � ù�ðml!ú ��èfã@æpð�à¶í´åÊá³ìpà¶í´ìÇí´éhê;ðhç¶æpþhì´ã%å¼øn)pûÈøòñòæÂçILféfëhíÇéhê0à¶èfã@æpð�à¶í´åÊá³ìXà¶í´ìÇã�ä¶íÇÿ$ã$ä\êÂí´ïÂã%é<à¶èhã¿æÂðhà¶í´åÐáÂì�ä²âpã%üí´éhê«åÊátà©ç¶í6�fû
í¨äá³én`J[H]Ho
; � ï!ï��}ú "hç©æÂå!à¶èfãAë�ã�LféhíÇà¶í´æÂéÃæÂñ8à¶èhãAñòõhéfëfá³åÐã%éXà©áÂì\åÐãRáÂä¶õhç¶ãRä

NT(~t, ~N), LO(~t, ~N), TV(~t),
á³éfë

LS(~t, bbox(SD))
øvî³÷ ñ¤÷

�TãRî-à¶í´æÂéÚ8h÷ 8pûæpéhã<î$á³éÃë�í´ç©ã$î-à©ì6�Åæpþfä²ã$ç¶ïpã�à¶èfá³à0à©èhã��&áÂç¶ã<áÂìÇìZðQæpä}�XéfæÂåÐí´áÂì´ä.�kä²í´éfî
ã�á³ì´ìCà©èhã�î%æTã
ô.î
í´ã%éXà©ä;á³ç©ã�éhæpé�ö¯éhã%êXátà¶í´ïÂã��
à¶èfã0ïtá³ç©í¨á³þhì´ã$ä0ø½à¶í´ì´ã;ä¶íÇÿ$ã$ä�û^áÂç¶ãFáÂìÇü�á3��ä^ðQæpä¶í¦à©íÇïpã<�Tá³éfë.ðHæXäN�Téhæpå�í¨á³ì¨äÈáÂç¶ã;î
ì´æpä¶ã$ëÐõhéHë�ã%çáÂëfë�í¦à©íÇæpéC÷���èhãFæpþ�%¤ã$î
à¶í´ïÂãFñòõhéfî-à©íÇæpé
íÇà©ä¶ã%ìÇñ;í¨äÊáÒä²õhå æ³ñ0ðQæpä}�TéhæÂåÐí¨á³ì¨ä�ã��hî
ã$ð�àÐñòæÂçÐà¶èfã7åÊá;�

()
ñòõhéfî
à¶í´æÂéC÷æ+«ætü¿ã%ïpã%ç,�8þ�� íÇéXà©ç¶æ�ë�õfî%íÇéfêÒápëhë�íÇà¶í´æÂéfáÂì�ïsáÂç¶í¨á³þfìÇãRä

à¶èfã.åÊá��
()
ñòõféfî-à©íÇæpéMî%áÂé+þQãî%æÂåÐðhì´ã
à©ã%ì��Ãã%ì´í´å�í´éfá³à¶ã$ëC÷�Å"ðhç©æXæÂñ¿æÂñ�à¶èhí¨ä<î$á³éÒþHãañòæÂõhéHëÒíÇéæ'�#.X3*¯÷E�«ætü�î
æpåÐíÇéhêÅà©æ&à¶èhã

î
æpéfä²à¶ç�á³í´épà�ä��
LS(~t, D̂) ≤ NR

î$á³é�þQã<à©ç©áÂéfä²ñòæÂç©å�ãRë&í´épà©æáî
æÂéHä¤à©ç©áÂíÇéXà0æÂñ8à¶èhã�ç©ã$ýXõhí´ç¶ãRëÅñòæÂç©å þ9�&ë�í´ïTí´ëhíÇéhêà¶èfãAù�+R�&þ��
NR

áÂéfëÅã���ðhç©ã$ä©ä²í´éhêÐà©èhã<ç©ã$ä¶õhìÇà¶í´éhê.í´éhã$ýXõfáÂìÇíÇà��7ápä
LS(~t, D̂)/NR ≤ 1.

��èhã<ç¶ãRä¤àFæÂñ8à¶èhã�î
æpéfä¤à©ç©áÂíÇéXà�ä«á³ç©ã�á³ì´ç¶ãRáÂë��íÇé�à¶èhã
ç©ã$ýXõhí´ç¶ãRë.ñòæpç¶åÅ÷�+«ã$éfî
ã���à¶èhã�æpð�à¶í´åÊá³ìkà©íÇì´íÇéfêÊðhç¶æpþhì´ã%å6ø�)Âû�î%áÂéþQã�î%ápä¤à«ápäá³ép`J[H]k÷

�

b ÇnÆ q�Ë�Ôsr¹ÓNÏÌÖÓ}ÏDÑ�×!ÌD×!ÊWÌZ×�ËDÎÖ×JÑ�ÊUÓNßÞê ÊSËZÌZÊSÍ�Î ë
� ã%æpåÐã
à¶ç©í¨î@ðfç¶æpêÂç�á³åÊä�î%á³é�þQãà¶ç�á³éfä²ñòæÂç©åÐã$ë<íÇéXà¶æ�î%æÂéTïÂã���æÂð�à©íÇåÐí´ÿ$á³à¶í´æÂéÐðhç©æÂþhì´ã%åÊä�õfä¶íÇéfê�á�ïtáÂç¶í¨á³þhì´ã�ä²õhþHä¤à©í¦à©õ�à¶í´æÂéE' T�*HáÂéfë
ä¶æÂì´ïÂã$ë�ã
ô.î
í´ã%éXà¶ì���õfä¶í´éhêðQæÂì��TéhæÂåÐí¨á³ì\à¶í´åÐã�í´éXà¶ã$ç¶í´æÂç;ðHæpíÇéXà�åÐã
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