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áÐðfáÂç©áÂìÇì´ã%ì´ã%ðfíÇðQã$ë7á³éfë­à©èhã�à¶ç�á³éfä²ñòæÂç©åÐã$ë7ë�ã%ðQã%éHë�ã%éfî%ã$ä«áÂç¶ã�êpíÇïpã%é7þ9�
SD,

ü
èfã%ç©ã
S
áÂéfë

D
á³ç©ãFà©èhã�ä¶âÂã%ü
í´éhêÊá³éHë­ë�ã$ðHã$éfë�ã$éfî
ã�åÊátà©ç¶í¨î
ãRä���ç©ã$ä¶ðQã$î-à©íÇïpã%ì��Â÷
��� § �� N¨0¡n��ªm¡�¢d �ª�«� D¡n§2°2§2¨3¯h­�£�«H«n �¯�§2©�¡� �«�©��<¡��3 D¡�§2°2 D©�§��� �©�ª�«� �¯�£�§2¨,¯¹¡n£��< ��� �«��0©�¸¹ª�°2°�ª�¨3·0¢�§ ¡n�a©�¸¹ª�°2°9¡n§2°2 Z©�§��� �©��;¡n�3§2©�ª�¦3¦3«�£}¤.§2¸¹ªm¡n§2£�¨�§2©�; 
¡n¡n �«N±

V



� ] `­Ø\Þ�Ã�Þ���^�Ø\Þ%Ú�× `7Ù�Ú! &j�f¹Ã "tÚ�Ù�Ã Ü&j�^�ØZÞ
Ú�×
	+ã­éhætü ñòæpç¶åAõhì´á³à¶ã7á³é æpð�à¶í´åÐíÇÿRátà¶í´æÂé ðfç¶æpþhìÇã$å ø�#Rû�à¶èHátà�î%ìÇãRá³ç©ì6�Òî%áÂð�à¶õfç¶ãRäAáÂéfë ýXõfá³éXà©í�LfãRä�à©èhã­í´éXà¶ã$ç©ápî-à¶í´æÂé þQã
à¤ü¿ã%ã$é
à¶èfã�ä¶âÂã$ü
íÇéhê7á³éfë�à¶èhã�ç©ã%êÂí¨ä²à¶ã%ç0à¶í´ì´íÇéhê­à¶ç�á³éHä¤ñòæpç¶åÊátà©íÇæpéfä$÷R��èhã�æÂþS%¤ã$î-à©íÇïpã�ñòõhéHî-à¶í´æÂé+í¨äFà©èhãÐä²õhå æÂñ^à¤ü¿æaà©ã%ç©åÐä.�Qà¶èhãÐì´æTæÂð
ætïÂã$ç¶èfã$áÂë�áÂéfë�éTõhåAþHã$ç�æ³ñhà©íÇì´ã$äZà©íÇåÐã$ä\à©èhã�ã���ã$î%õ�à¶í´æÂé�à©íÇåÐã¿ñòæÂç8áFà¶í´ìÇã��³ü
èhí¨î�è<íÇà©ä¶ã%ìÇñfí¨ä�à©èhã�åÊá���íÇåAõhåÓæ³ñfà¶èhã¿à¶í´ì´ã@ã��TãRî
õ�à©íÇæpé
à¶í´åÐã�á³éfë­ì´æpáÂë7ä²à¶æÂç©ã;à¶í´åÐãÂ÷Z��èhã�õhéfâXéfætü
éfä
á³ç©ãFà©èhã�à¶í´ì´ã�ä²í´ÿ%ãRä

(~t)
á³éHëaà©èhã�ä¶âÂã%ü
í´éhê�åÊátà¶ç©í6�

(S).

åÐíÇéhí´åÐíÇÿ$ã
ηLO(~t, ~N) + NT(~t, ~N) ×

åÊá;�
(α × TV (~t), β × LS(~t, bbox(SD)))

ä$÷ àR÷
LS(~t, bbox(SD)) ≤ NR

ø�#sû
~N ≥ ~t ≥ 1

SD ≥ 0

~t ∈ Z
n, S ∈ Z

n×n

ü
èhã$ç¶ã��
~t
áÂéfë

S
áÂç¶ã«à¶èhã0ïsáÂç¶í¨á³þfìÇãRä^ç©ã%ðhç©ã$ä¶ã%éXà¶í´éhê�à©íÇì´ã�ä²í´ÿ%ãRäÈá³éHë.ä²âpã%ü åÊátà©ç¶í6�J�pç©ã$ä¶ðQã$î-à©íÇïpã%ì��<�

NT(~t, ~N)
í¨ä@à¶èhã0éXõfå<þQã%ç¿æ³ñ

à¶í´ì´ã$ä.�
TV(~t)

í¨ä¿à¶èhã�à©íÇì´ã�ïÂæpìÇõfå�ã��
D
í´ä�à©èhã�ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã�åÊátà©ç¶í6�J�

LS(t, bbox(SD))
í¨ä�à©èhã�ìÇæXáÂë7ä¤à©æÂç©ã�ïÂæÂì´õhåÐã<�

LO(~t, ~N)í¨ä8à¶èfãFì´æXæpðÐætïÂã%ç©èhãRáÂëJ�
NR

í´ä^à¶èhã0éXõfå<þQã%ç^æÂñCç¶ã$êÂí¨ä¤à©ã%ç�ä8ásïsáÂíÇì¨á³þfìÇã��
α, β

áÂéfë
η
áÂç¶ã
ç©ã$ä¶ðQã$î-à©íÇïpã%ì���à©èhã0î%æpä²àÈæ³ñCá³éÊíÇà¶ã$ç©á³à¶í´æÂé!�

ì´æpáÂëaä¤à©æÂç©ã;î%æpä²à.��á³éfëaìÇæTæpðaþQæÂõhéfëfä¿î�èfã$î�âÊî
æXä¤àR÷�ÅFìÇì�ïpã$î
à¶æÂç¿í´éhã$ýXõfáÂìÇíÇà¶í´ã$ä¿í´é.à¶èfã�î%æÂéfä²à¶ç�á³í´éXà©ä@á³ç©ã;î%æÂåÐðHæpéhã%éXà¶öOü
í¨ä²ãp÷I��èfã
Lfç�ä¤à¿î
æÂéHä¤à©ç©áÂíÇéXà8åÊá³âÂãRä^ä¶õhç¶ã«à¶èfá³à^à¶èhãFç¶ã$êÂí¨ä¤à©ã%ç8ñòæTæ³à@ðhç¶í´éXà

LS(t , bbox(SD))
Lhà©äÈíÇéÐà©èhãFéTõhåAþHã$ç^æ³ñCásïtá³í´ì´áÂþhì´ã
ç¶ã$êÂí¨ä¤à©ã%ç�ä��

NR
�háÂéfëÊà©èhã�ä²ãRî
æÂéHë.î
æpéfä¤à©ç©áÂíÇéXà

~t ≥ 1
åÊáÂâÂã$ä¿ä¶õhç¶ã0à¶èHátà¿à¶èhã;à¶í´ì´ã;ä¶íÇÿ$ã$ä�á³ç©ãFðQæpä¶íÇà¶í´ïÂã�á³éfë.à¶èhã;à¶èfíÇç�ëaî%æÂéfä²à¶ç�á³í´éXà

SD ≥ 0ã%éHä²õhç©ã$ä¿à©èfátà�à©èhã�ä²âpã%ü¿ã$ë­ìÇæTæpð­éhãRä¤à«í¨ä¿ñòõhì´ì6�­ðHã$ç¶åAõ�à©áÂþhì´ã�á³éfë­èhã%éHî
ã�áÂë�åÐíÇà©ä«á�ç©ã$î
à©á³éfêÂõhì¨á³ç¿à¶í´ì´íÇéhêH÷
C0éfî%ã.ü@ã­î�èhæTæpä¶ãaá�ä¶âÂã%ü à©ç©áÂéfä¤ñòæpç¶åÊá³à¶í´æÂé

S,
ä²õhþHä¤à©í¦à©õ�à¶í´éhêÃíÇàÐíÇé à©èhã­î%æÂåAþhíÇéfã$ëÒðhç©æÂþhì´ã%å êÂí´ïÂãRä<áÂé æÂð�à©íÇåÐí´ÿ$átà©íÇæpé

ðhç©æÂþhì´ã%å ü
í¦à©è ~t
áÂä�à©èhã.æÂéfì6�+ïtá³ç©í´áÂþhìÇãp÷­ù�ã
à

D̂ = bbox(SD).
��èhã%éÒà©èhã.ç©ã$ä¶õhìÇà¶í´éhê&æÂð�à©íÇåÐí´ÿ$á³à¶í´æÂéÒðhç©æÂþhì´ã%å í´äAä²èhætü
é

þQã%ì´ætü øn)pû-÷�	+ã�î%áÂìÇì^ø�)Âû@à¶èfã��m~lQ�v�������Q�v���v����0~dP}�<|��6r��$#2���;P4�&%Iz9r�{ s�' r�M)(<O
åÐí´éhí´å�í´ÿ%ã

η LO(~t, ~N)+ NT(~t, ~N) ×
åÊá��

(αTV(~t), β LS(~t, D̂))
ä$÷ àR÷

LS(~t , D̂) ≤ NR
øn)Âû

~N ≥ ~t ≥ 1

~t ∈ Z
n

�«æÂà¶ã<à¶èfá³à.�Hà¶èhæpõhêÂè
D̂
í´ä;ä²èfætü
é�áÂäFá.ðfá³ç�á³åÐã
à©ã%ç
à©æ.à©èhã

LS(~t, D̂)
ñòõhéfî
à¶í´æÂé!�kíÇà0í¨äFèfã%ç©ã<áÊêÂí´ïÂã$é�î
æpéfä¤à�á³éXàFïpã$î-à©æÂç,�HáÂéfë

éhæÂàFáAïtáÂç¶í¨á³þhì´ã;æ³ñZà¶èhã�æpð�à¶í´åÐíÇÿRátà¶í´æÂé7ðhç©æÂþhì´ã%åÅ÷

* + b&f
Ý-,ÊÞ
×�g/. b�f¿ØHb&f�Ù `Af�Ù�Ã Ü.ØH^�Ø\Þ
Ú�× Ý�^�×Áf10�``ÚGiHfé^(`�^�Ù�^Gj�j�fhj�j%ÚÊÚa`
	+ã^ü
íÇì´ì�Lfç©ä²à�í´éXà¶ç©æTëhõfî
ã^ä¶æÂåÐã^éhæÂà©á³à¶í´æÂéfä^øÏõfä¶ã$ë�æÂéfì6�;íÇé�à©èhí¨ä\ä¶ã$î
à¶í´æÂéHûQü
èhí¨î�è�ü
í´ìÇìXåÊá³âÂã�à©èhã^ã��TðQæpä¶íÇà¶í´æÂé�î
ì´ã$áÂç�á³éHë�î
æÂéHî
í¨ä²ãp÷
"hæpç�á³é��&ïÂãRî-à©æÂç

x, x(j)
ç¶ã$ðhç©ã$ä¶ã%éXà©ä;íÇà©ä

j
övà©è+î%æÂåÐðQæÂéhã$épàR÷���èhã��6r���r��@æÂñ¿á7ïÂãRî-à¶æpç

level(x)
í¨ä

j
íÇñ
∀i < j : x(i) = 0á³éHë

x(j) 6= 0
��ív÷ ãÂ÷��

x(j)
í´ä¿à©èhãRLfç©ä²à
éhæÂéhöOÿ$ã%ç©æ�î%æÂåÐðHæpéhã%éXà
æ³ñ

x.
Å2	,r�P}���
�6r���{������ t �-�&í¨ä«áAî%æÂì´õhåÐéÅïÂã$î
à¶æpç¿æÂñ�à©èhã;ñòæÂç©å

(0, 0, . . . , 0, c)T
ñòæpçAä¶æÂåÐã

c 6= 0.
��èhã

j
öOà¶è t �5v�Q0�3r���Q>�;P ej

í¨ä�á�ïÂãRî-à©æÂç�ü
íÇà¶è
ej(j) = 1

á³éfë
ej(i) = 0, ∀i 6= j.

Å
s �����6r�{ t �Uv�QD��r���Q
��P�� suv(c, j)

í¨ä
áÐïÂã$î
à¶æpç
x
æÂñ\à©èhã�ñòæÂç©å

∀i 6= j : x(i) = 0
á³éfë

x(j) = c
ñòæÂçFä¶æÂåÐã�éhæpé�öOÿ$ã%ç©æ�î%æÂéfä²à©áÂéXà

c.
ß�é+æ³à©èhã%ç�ü¿æÂç�ëhä.�

scv(c, j)
í¨ä�á³é`õhéhíÇà�ïÂãRî-à¶æpç�á³ì´æÂéhê

j
ä¶î$á³ì´ã$ë`þ9��á7éhæpé�ö¯ÿ%ã%ç©æ.ñÏápî-à©æÂç

c.
��èhãÊë�í´åÐã%éfä¶íÇæpé`æÂñ¿áÅä©î%á³ì´ã$ë

õhéhíÇàFïpã$î-à©æÂç
í¨ä
æ³ñ½à©ã%é&æpþXïTí´æÂõfä¿ñòç©æÂå"à¶èhã�î%æÂéXà¶ã��Tà$÷�ÅFé&ã��há³åÐðhì´ã.øòæÂñ�ëhíÇåÐã%éHä²í´æÂé
4
û
í´ä

suv(2, 3) = (0, 0, 2, 0).
�«æÂà¶ã�à©èfátà

1



D1 =

d1 d2 d3


1 0 0
1 0 2
1 1 0


 D2 =

d1 d2 d3 d4


1 0 0 3
1 0 2 0
1 1 0 0




"Zí´êÂõhç©ãa8hó����há³åÐðhì´ã�ë�ã%ðQã%éHë�ã%éfî%ã�åÊátà¶ç©í¨î
ã$ä$÷

level( suv(c, j) ) = j. diag(c1, c2, . . . , cn)
î
æpéfä²à¶ç©õfî-à�ä
áÊë�í´áÂêÂæpéfá³ì�åÊátà©ç¶í6�aü
íÇà¶è

c1, . . . , cn

áÂä�à©èhã<ë�í¨á³êpæÂéfáÂìQã$éXà¶ç©íÇãRä%÷�Å
ì´æXæpð­í¨ä«î$á³ì´ìÇãRë�~U��P}�;���6r��ZíÇñ�í¦àFë�æTãRä�éhæ³àFî$á³ç©ç}�.áÂé9�.ëhã%ðQã%éfë�ã$éfî
ãRä%÷

3�ÇNÈ â&ä¹ÓNë�Ñ�×�Ï
ßd× Ë�4�ÍÖÔ�Ë�ËZê65ÄÓ
ÑSàÒÏ¹Ë ßdÍ�ÊSÊUÓN×�Ð_Ð
×!êa×�Ï Ð¹×�Ï ßd×�ë
	+ã«ä²ã$ã%â�à©æ�î�èfá³ç�áÂî
à¶ã%ç©í´ÿ%ã�á;î%æÂéfëhí¦à©íÇæpé�õféfë�ã%çÈü
èhí´î�èAà¶èfã%ç©ã
ã���í´ä²à©ä^éhæ�ðHã$ç¶åAõ�à©á³à¶í´æÂéÐæ³ñ

L
ü
í¦à©èÊátà^ì´ã$áÂä²à8æÂéhã
ðHá³ç�á³ì´ìÇã$ìXì´æTæÂðC÷

ß�é�æÂà¶èhã$çFü¿æÂç�ëhä��Qí´é�ã%ïpã%çm�­ðQã%ç©å<õ�à�átà©íÇæpé&æ³ñ
L,
á³ì´ì\à¶èhãAìÇæTæÂðHä0î$á³ç©ç}�7ë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã$ä$÷
	+ãAä¶ã%ã%â&á.î�èHá³ç�áÂî-à©ã%ç©íÇÿRátà©íÇæpé7þHáÂä¶ã$ë

æÂé`à¶èfã.ë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã$ä$÷aùCã%à�õHä�ñòæÂç©å6á&ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã�øÏëhí´ä²à©áÂéfî
ãÐïÂãRî-à©æÂç-ûFåÊá³à¶ç©í��
D = [d1 d2 . . . dm]

ü
èhæpä¶ãÊî
æpìÇõhåÐéfä
á³ç©ã;à¶èhã

m
ë�ã%ðQã%éHë�ã%éfî%ã$ä.�

d1, d2, . . . , dm

ðfç¶ãRä²ã$épà
í´é
L Û ä
þQæTëS�Â÷���èfã�ã�:kã$î-à«æÂñZì´æTæÂðÅðQã%ç©å<õ�à�átà¶í´æÂéÅæpéaà©èhã<ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$äí¨ä0î%æÂåÐðhì´ã
à¶ã$ì6�&î$á³ð�à©õhç¶ãRëÅþ��7ðQã%ç©å<õhà¶í´éhê.à©èhã<ç©ætü«ä«æÂñ
D.

ß�é`á³é��­ðQã%ç©å<õhà©átà©íÇæpé�æ³ñ
L,
íÇñ^à©èhã%ç©ã�í¨ä0á­ë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã

d
ü
í¦à©è

level(d) = j
à¶èhã$é7ì´æTæÂð

lj ,
æ³ñ\à¶èhã�ðQã%ç©å<õ�à©ã$ë7ì´æXæpð­éfã$ä²à.�fî$á³ç©ç¶í´ã$ä

d.�@æÂéHä²í¨ë�ã%ç�à¶èhãaà¤ü@æÃëhã%ðQã%éfë�ã$éfî
ã­åÊátà¶ç©í¨î
ã$ä
D1

á³éfë
D2

êÂí´ïÂã%é í´é�"ZíÇêpõhç©ã�8h÷�ß�éÒà©èhãaåÊá³à¶ç©í��
D1,

à¶èhã7ë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã
ïÂãRî-à©æÂç�ä

d2

áÂéfë
d3

áÂç¶ã7ä¶î$á³ì´ã$ë õhéfí¦àÐïÂãRî-à¶æpç©ä$ó
d2 = suv(1, 3)

á³éfë
d3 = suv(2, 2).

�Fætüa�8íÇéMà¶èhí¨ä�ðHã$ç¶åAõ�à©á³à¶í´æÂé!��à©èhã
ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä

d1, d2

á³éHë
d3

èfásïÂã&ì´ã%ïpã%ì¨ä
1, 3

áÂéfë
2
ç©ã$ä¶ðHãRî-à©íÇïpã%ì��bá³éHë á³ç©ã�î%á³ç©ç©íÇãRëMþ��bà¶èhã�ì´æTæÂðfä

L1, L3

á³éfë
L2ç©ã$ä¶ðHãRî-à¶í´ïÂã$ì6�p÷�+«ætü¿ã%ïÂã$ç.�Tü¿ã�î%á³éÅä¶ã%ã;à¶èfá³à«þ��.ã��hî�èfáÂéhêÂí´éhê�ç¶ætü«ä

1
á³éHë

3
æ³ñ

D1

ü@ã�î$á³é7êÂã
à«áÂé7í´éhéhã$ç¶åÐæXä¤à
ì´æXæpð+øÏç¶ætü
3æ³ñ^ðQã%ç©å<õhà¶ã$ë

D1)
ü
íÇà¶èÃéfæaî%áÂç¶ç©íÇãRëÅë�ã%ðQã%éfëhã%éfî%ã$ä$÷
�«ætüËî%æÂéfä¶í´ëhã%ç«åÊátà©ç¶í6�

D2 :
à¶èhã$ç¶ã<ã���í´ä²à©äFéhæaðQã%ç©å<õhà©átà©íÇæpé&æ³ñ^ç©ætü«ä

æ³ñ
D2

ü
èhí¨î�èÅî%á³é7î
ç©ã$á³à¶ã�á<ðfáÂç©áÂìÇì´ã%ìQì´æXæpðC÷�	 èfátà
í¨ä¿à¶èhã�ä²à¶ç©õfî-à©õhç©ã0æÂñCà¶èhã�åÊátà©ç¶í6�
D2

à¶èfá³à�í´éfë�õHî
ã$ä@à©èhí´ä�ðfç¶æpðHã$ç²à��87&	+ã
ä¶ã%ã%â.à¶æÊî�èfá³ç�áÂî
à¶ã$ç¶í´ÿ%ã0à¶èhí¨ä«ä²à¶ç©õfî-à©õhç©ã;í´é­à¶èhã�ñòæpìÇì´ætü
íÇéfêÐëhí´ä©î
õfä©ä¶íÇæpé­ì´ã$ápë�íÇéfê<à©æY��èhã%æpç¶ã$å #Â÷

ß�é á³é���êpíÇïpã%éÒðHã$ç¶åAõ�à©á³à¶í´æÂéÒæ³ñ¿à¶èfã.ìÇæTæpðfä��Zá³ì´ì�à¶èhã
n
ì´æTæÂðfä�ü
í´ì´ìÈî%áÂç¶çm�Ãë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä�í¦ñ«á³éHë`æpéhì��ÃíÇñ¿à©èhã%ç©ã.á³ç©ã&øÏá³à

ì´ã$áÂä²à�û
n
ëhã%ðQã%éfë�ã$éfî
ãaïÂã$î
à¶æpç©ä�ü
íÇà¶è ì´ã%ïpã%ì¨ä

1, 2, . . . , n.
ß¯ñ
ü¿ã.èfásïÂãÊë�ã$ðHã$éfë�ã$éfî
ã­ïÂã$î
à¶æpç©ä�æÂñ
áÂìÇì@ìÇã$ïÂã$ì´ä.ø

1, 2, . . . , n
û�íÇé

ã%ïpã%çm�­ðQã%ç©å<õhà©átà©íÇæpé�æ³ñ8à©èhã�ìÇæTæÂðHä«í´é
L,
à©èhã%é�ü¿ãAî$á³éÃä©á3�­à¶èfá³à0à©èhã%ç©ã<í¨äFéfæaðQã%ç©å<õ�à�átà¶í´æÂé�à¶èfá³à0ü
í´ìÇì�ã���ðQæpä¶ã<á.ðHá³ç�á³ì´ìÇã$ì

ì´æXæpðC÷
9 
 ù�ï � ù�ð ��: �^ïpã%çm�<ðQã%ç©å<õ�à�átà©íÇæpéÊæ³ñkà¶èhã0ç¶ætü«ä^æ³ñ D ü
íÇì´ìHî%æÂéXà©áÂíÇé

n
î%æÂì´õhåÐéfä^ü
íÇà¶èÊì´ã%ïpã%ì¨ä

1, 2, . . . , n
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à¶í´ïÂã%ì��Â÷ � íÇïpã%é à©èfátà�ü@ã­èfásïÂãÊã���ápî-à©ì6�
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1, . . . , n

ç¶ãRä²ðQã$î
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D
áÂä�á7ðfáÂç²à©í¦à©íÇæpéhã$ë`áÂä

[M N ],
ü
èhã%ç©ã

M = diag(c1, . . . , cn)

@



í´ä�à©èhã
n × n

ë�í´áÂêÂæpéfá³ì^ä¶õhþ åÊátà©ç¶í6�+áÂéfë
N
í´ä�à©èhãaä¶õhþ åÊátà©ç¶í6�Ãà©èfátàAî%æÂéXà©áÂíÇéHä�ç¶ãRä¤à�æÂñ¿à©èhãaî%æÂì´õhåÐéfä�æ³ñ

D.
	`ã

î
ì¨á³í´å à¶èfá³à«éhã%êXátà¶í´ïÂã�ä¶âÂã%ügñÏáÂî-à©æÂç�ä¿ü
íÇì´ìCì´ã$áÂëaà¶æÊáÂéaí´éXïtáÂìÇí¨ë­à¶ç�á³éfä²ñòæÂç©åÊátà¶í´æÂéaþ9�­î
ç©ã$átà©íÇéfêAéhã$êpá³à¶í´ïÂã;ã%éXà¶ç©íÇãRä¿íÇé7à¶èfã
ä²õhþhöOåÊátà©ç¶í6�

M
÷��\æAä¶ã%ã;ü
è��<�XìÇã%à¿õHä¿ä¶ã%ã0ü
èfátà�èfáÂðhðHã$éfä@ü
èhã%é­ü@ã;ä²âpã%ü ì´æXæpð

Li

ü
íÇà¶èaç©ã$ä¶ðQã$î-à¿à¶æ�á�ì´æTæÂð
Lj

ü
í¦à©è
á�éhã%êXátà©íÇïpãFä²âpã%ü�ñÏápî-à¶æpç

−f
øÏî
ñ¤÷D�Tã$î
à¶í´æÂé�8f÷6#
ñòæpç@éfæ³à©á³à¶í´æÂéHû
÷���õfî�è­á�ä¶âÂã$ü ü@æpõhì¨ëÊáÂëhëÐà©æ�à©èhã

i
öOà¶è.ç©ætü æ³ñ

M,
à¶èhã

j
öOà¶è7ç©ætügå<õhìÇà¶í´ðhì´íÇãRë7þ9�

(−f).
��èhã�éhã$ü

i
öOà¶è7ç¶ætüÔü@æpõhì´ë­èfásïpã

−f × cj

í´éÅí¦à�ä
j
övà©è7ã$éXà¶çm�Â÷���èhí¨ä�éhã%êXátà¶í´ïÂã�ã$épà©ç}�

í´ä�éfæ³à<ðQã%ç©åÐí¦à¶à¶ã$ë ä¶í´éfî
ã.ü¿ãÊç©ã$ýXõhí´ç¶ãÐà©èfátàAáÂìÇìÈà¶èhãaã%éXà¶ç©íÇãRä�æ³ñ�à©èhãÊà¶ç�á³éHä¤ñòæpç¶åÐã$ë`åÊátà©ç¶í6� ø
SD

û�þQã.éhæpé�ö¯éhã%êXátà¶í´ïÂãp÷
+«ã%éHî
ã<��æpéhì��.ðHæXä²íÇà¶í´ïÂã�ä¶âÂã$ü ñÏáÂî
à¶æpç©ä
áÂç¶ã;ïtá³ì´í´ëJ�Hä²í´éfî
ã�á�ÿ%ã$ç¶æÊä¶âÂã$ügñÏáÂî
à¶æpç¿í¨ä�%¤õfä²àFá³é7í¨ë�ã%éXà¶íÇà��.à©ç©áÂéfä²ñòæÂç©åÐá³à¶í´æÂéC÷

• RSKlùTM�õnöQ>�ôSö)I�ïlöHù�ønï!ïUñUM�õ/ó 
U� ù9ÿ.ñDùPO;ó0ó,ïDV.òIÿ.ó0ïlöIù�ïUó 
 ù � ønï!ïUñ�õnÿRÿ,òQWXO<õ�ù�ödóaôSöIþ�ï5ñHó,õ�ð�ôSøNú 	`ãFä¶ã%ã$â�à¶æà¶ç�á³éfä²ñòæÂç©åÓà¶èfã
ìÇæTæÂðÐéhãRä¤à¿ä²æ�à©èfátà^í´éÐà¶èhã«à¶ç�á³éfä²ñòæÂç©åÐã$ëAìÇæTæÂðÐéhãRä¤à8à©èhã%ç©ã
í¨ä^æÂéfã
ìÇæTæÂð�à©èfátàÈî$á³ç©ç¶í´ã$ä�éhæ�ëhã%ðQã%éfë�ã$éfî
ãRä��
ív÷ ãÂ÷��tðfá³ç�á³ì´ì´ã%ìO÷ � íÇïpã%é<à¶èfá³à\à©èhã@í´éhðhõhàZì´æTæÂð�éhãRä¤à�í¨ä�ñòõfìÇì���ðHã$ç¶åAõ�à©áÂþhì´ã<�³átñ½à©ã%ç�ä²âpã%ü
í´éhêU�sü¿ã@î$á³é<ðQã%ç©å<õhà¶ã^à©èhí¨ä\ðHá³ç�á³ì´ìÇã$ì
ìÇæTæÂð­à¶æÐà©èhã�í´éhéhã%ç
åÐæXä¤à«ðQæpä¶í¦à©íÇæpé7à¶æÐêÂã%à«æÂõhç«ë�ãRä²í´ç©ã$ë­ìÇæTæÂð7éhãRä¤àR÷D��æÊåÊáÂâÂã�á³é��.æpéhã�ìÇæTæÂð��hä¶á3�

Li,
ðHá³ç�á³ì´ìÇã$ìn��íÇà«í´ä

ä²õ�ô.î%íÇã$épà8à©æ�ä²âpã%ü�ä²æpåÐã
æ³à¶èfã%ç8ì´æXæpð!�pä©á3�
Lj ,

ü
íÇà¶èÊç©ã$ä¶ðHãRî-à8à¶æ
Li.

Å«ì¨ä²æ5�ÂêÂí´ïÂã$é<à©èfátà;øòðQæpä¶í¦à©íÇïpãRû�ä¶âÂã%ü
í´éhê�í´éfî
ç©ã$ápä²ãRä
à¶èhã;ìÇã$éhê³à©èaæÂñCà¶èhãÐøòðQæpä¶íÇà¶í´ïÂãRû@ë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä.�hä¶âÂã%ü
í´éhêAü
í¦à©èaç©ã$ä¶ðHãRî-à¿à¶æ�å�æpç¶ãFà¶èfáÂéaæpéhã0ì´æTæÂð.ü
í´ì´ìCá³ì´ü¿á3��ä^ðfç¶æ�ë�õfî%ã
ìÇæpéhêÂã$ç�øÏü
èhã%é.î%æÂåÐðfáÂç¶ãRë�à¶æ�ä¶âÂã$ü
íÇéfê;ü�÷ çR÷ àR÷�à©æ�%¤õfä¤à@æÂéhã
ì´æTæÂðHûZë�ã$ðHã$éfë�ã%éHî
ã$ä$÷�Å«éfë!�³à¶èfã«ìÇæpéhêÂã$ç�à¶èhã«ëhã%ðQã%éfë�ã$éfî
ãRä��
à¶èhãAì´áÂç¶êpã%ç
à©èhãAþQæÂõféfë�í´éhêaþQæ3�ÅáÂéfë&èhã$éfî
ã��Qà¶èhã�êÂç©ã$á³à¶ã%ç«à¶èhãAìÇæXáÂë�ä²à¶æpç¶ã�ïpæÂì´õhåÐã<�

LS(~t, bbox(SD)).
�TæU�kä¶âÂã%ü
í´éhê

ü
í¦à©èÊç¶ãRä²ðQã$î
à^à¶æh%¤õHä¤àÈæpéhã«æÂà¶èhã$ç^ìÇæTæpðÊí´ä@á³ì¨ä²æ�æpð�à¶í´åÊá³ìO÷Iç��Ðá�ä²í´åÐíÇì¨á³ç@á³ç©êÂõhåÐã%éXà,�Âä²âpã%ü
í´éhê�þ���á�ñÏáÂî-à©æÂç^ì¨á³ç©êÂã$ç�à¶èfáÂé
1
à©æÐðfá³ç�á³ì´ìÇã$ìÇí´ÿ%ã0à¶èfã�ìÇæTæÂð7æÂéfì6�­íÇéfî%ç¶ãRáÂä¶ã$ä@à¶èfã�ìÇæXáÂëaä²à¶æpç¶ã�î%æpä²à
áÂéfë­í´ä«ä¶õhþ�ö¯æÂðhà¶í´åÐáÂìv÷

ç�áÂä¶ã$ë­æÂé7à¶èfã�à¤ü@æÊæpþfä²ã$ç¶ïtá³à¶í´æÂéfä¿åÊáÂë�ã�áÂþHætïpã<�Tü¿ã�ä²ã$ã%â.à©æ-LféfëÅðQæpä¶í¦à©íÇïpã�ä²âpã%ü«ä¿æ³ñ�æÂéhã�ì´æTæÂðÅü
íÇà¶èÅç¶ãRä²ðQã$î
à
à¶æ0%¤õfä²àFæpéhã
æ³à©èhã%ç8ì´æTæÂðC÷���èhã�éTõhå<þQã%ç8æÂñkî�èfæÂí¨î
ã$ä\ñòæpç^ä²õfî�èÐä¶âÂã%ü«ä�í¨ä

d×(d−1)
ü
èhã$ç¶ã��

d
í¨äZà¶èhã«ë�ã$ð�à¶èÐæÂñfà¶èfã
ìÇæTæÂð�éhãRä¤à^ü¿ã
î
æÂéHä²í¨ë�ã%çR÷

��èhí¨äFêpíÇïpã$ä«á.ìÇí¨ä¤à;æ³ñ
d(d − 1)

ðQæ³à¶ã$éXà¶í¨á³ì´ì6�ÅæÂðhà¶í´åÐáÂì\ä¶âÂã$ü«ä%÷¹"fæÂçFã��há³åÐðhì´ã<�HñòæÂç0á.ìÇæTæÂð&éfã$ä²à0ü
íÇà¶èÃë�ã$ð�à¶è
2
æÂç

3
ü@ã<ü
íÇì´ì

èfásïpã
2
æpç

6
î�èhæpí´î%ã$ä�æ³ñ�ä²âpã%ü«ä.��ç¶ãRä²ðQã$î
à¶í´ïÂã$ì6�p÷

Y CÊÚGj�EÊÞ
×&g�ØHb&f Úa`­Ø\Þ�Ã(^Gj+Ø\Þ�j
Þ
×&g `­Ù�Ú! �j�f¹Ã
��èhãÐæÂðhà¶í´åÐáÂì�à¶í´ìÇí´éhêÅðhç©æÂþhì´ã%å*î$á³é`þHã.î$áÂä²à�ápä;áFZ¹r�����r�Q�P�v��4y�P}�}�<P}�;� ø\[Q]�^�'�#.[3*¯÷4	+ã-Lfç�ä¤à�í´épà©ç¶æ�ë�õHî
ãAà¶èhã_[Q]�ñòç�á³åÐã%ö
ü¿æÂç©âÒáÂéfë à©èhã%é�ä¶èhætü¼èhætü�à©èhãÅðhç©æÂþhì´ã%å ø�)ÂûAæ³ñ¹LHéfë�í´éhêÒæÂð�à©íÇåÊá³ì¿à©íÇì´ã&ä²í´ÿ%ãRä�î$á³ébþHã&î%ápä¤àÊáÂäÐáÂéMß�éXà¶ã$êÂã%ç � ã$æÂåÐã
à©ç¶í¨î
ú^ç©æÂêpç©áÂåÅø\`J[H])^%÷a`J[Q]�ä�èfásïpãÊá³ì¨ä²æÅþQã%ã%é õHä²ãRë`ã$ì´ä¶ã%ü
èfã%ç©ãE'6#,X3*��\à¶æ�ä¶æÂì´ïÂãÊá&ä¶íÇåÐí´ì´áÂç�ðhç©æÂþhì´ã%å��ZïXí´ÿÂ÷��!LHéfë�í´éhê�æÂðhà¶í´åÐáÂì8à¶í´ì´ã
ä¶íÇÿ$ã$ä¿ñòæÂç«ëhã%ã%ðÅåÐã%åÐæpç}�Êèhí´ã%ç�á³ç�î�èhí´ã$ä$÷

b ÇNÈ cæ×!ËDÎÖ×JÑ�ÊUÓNß¼É=ÊSËZÌDÊSÍ�ÎÖÎ Ó}Ï¹Ì
ùCã%à

x
ë�ã%éhæÂà¶ã¿à¶èfã¿ïpã$î
à¶æÂç

(x1, x2, . . . , xn)
æÂñ

n
ç©ã$áÂìn�ÂðHæXä²íÇà¶í´ïÂã¿ïtá³ç©í´áÂþhìÇãRä%÷IÅbñòõhéfî-à©íÇæpé

f
í´ä8î$á³ì´ìÇãRë<á
~U� s ���l�;�4v��;�Hñòõféfî-à©íÇæpé

æ³ñ
x
íÇñZíÇà«èfáÂä¿à©èhã�ñòæÂç©å

f(x1, x2, . . . , xn) =

t∑

k=1

ckxα1k

1 xα2k

2 · · · xαnk
n

ü
èhã$ç¶ã
cj ≥ 0

á³éfë
αij ∈ R.

�«æÂà¶ãÐà¶èHátà�à¶èfã.î
æTã
ô.î
í´ã%éXà�ä
ck

å<õHä¤à�þQã.éhæpéhéhã%êXátà©íÇïpã<�Cþhõhà�à¶èhã.ã���ðHæpéhã%éXà©ä
αij

î$á³éÒþQã
á³ç©þhíÇà¶ç�á³çm�­ç©ã$áÂì\éTõhåAþHã$ç©ä.�kíÇéHî
ì´õfë�í´éhê­éfã%êpá³à¶í´ïÂã�æpçFñòç�áÂî
à¶í´æÂéfáÂìv÷0	 èhã$é�à©èhã%ç©ãAí¨ä;ã��háÂî
à¶ì��ÅæÂéhãAéhæÂéhÿ$ã%ç©æ.à©ã%ç©å íÇéÃà¶èhãÐä²õfå&�
íO÷ ãp÷6�

t = 1
á³éHë

c1 > 0,
ü¿ãFî%áÂìÇì

f
á������l�;�4v��;�kñòõhéfî
à¶í´æÂéC÷Z"fæÂç^ã���áÂåÐðhìÇã��

0.7+2x1/x2
3 +x0.3

2

í¨äÈá�ðHæXäN�Téhæpå�í¨á³ìZøòþhõhà@éhæÂà
åÐæÂéhæpåÐí´áÂì¨û��

2.3(x1/x2)
1.5

í´ä;á.åÐæpéhæÂåÐí¨á³ì�øÏá³éHëJ�kèhã%éfî%ãAáaðHæXäN�Téhæpå�í¨á³ì½û��kü
èhí´ì´ã
2x1/x2

3 − x0.3
2

í¨äFéfã%íÇà¶èhã$ç$÷0�«æÂà¶ãAà¶èfá³à
ðQæpä}�XéfæÂåÐí´áÂì´ä�áÂç¶ãÊî%ìÇæXä²ãRë`õféfë�ã%çAáÂëhë�íÇà¶í´æÂé��\åAõhì¦à©íÇðfìÇí¨î%á³à¶í´æÂé!�Zá³éfë+éhæpéhéhã%êXátà©íÇïpãÐä©î%áÂìÇí´éhêH÷��&æÂéfæÂåÐí´áÂì´ä�áÂç¶ã.î%ìÇæXä²ãRëÃõféfë�ã%ç
å<õfì¦à©íÇðhì´í¨î%átà©íÇæpé&á³éfë7ë�í´ïXí¨ä¶íÇæpéC÷

#.[



Å ��r��;�7r�QnP�v��¹~dP}�}�<P}�;� ø � ú@û¿í´äFá³é7æÂð�à©íÇåÐí´ÿ$átà©íÇæpé­ðfç¶æpþhìÇã$å¼æ³ñZà¶èfã�ñòæÂç©å

mimimize f0(x)

subject to fi(x) ≤ 1, i = 1, . . . , m

gi(x) = 1, i = 1, . . . , p
øn8pû

xi > 0, i = 1, . . . , n

ü
èhã$ç¶ã
f0, . . . , fm

á³ç©ã<ðQæpä}�TéhæÂåÐí¨á³ìCñòõféfî-à©íÇæpéfä�á³éfë
g1, . . . , gp

áÂç¶ã<å�æpéhæÂåÐí¨á³ì\ñòõhéfî
à¶í´æÂéfä$÷0ß¯ñ
∀i = 1 . . . n : xi ∈ Z,

ü¿ã
î%áÂìÇìkà©èhãd[Q]­áÂéÅß�épà©ã%êpã%ç � ã%æpå�ã%à¶ç©í´î;ú^ç©æÂêpç©áÂåfeg`J[Q]�^%÷

b ÇnÜ h�ê¹ÑSÓNÎÖÍ�Ô�Ñ�Ó}ÔNÓ}Ï¹Ì ê
ÊUË�i ÔN×�Î ÓNë?Í�Ïkj8cÞÉ
��èhã¿æÂð�à©íÇåÊáÂìpà©íÇì´í´éhê0ðfç¶æpþhìÇã$å�øn)Âû\ä¶ã%ã%â�ä�à¶æ�î�èhæTæpä¶ã^à©íÇì´ã¿ä¶í´ÿ%ã$ä�à¶èHátà8åÐíÇéhí´åÐíÇÿ$ã¿ä¶æÂåÐã¿î
ç©í¦à©ã%ç©í´á0á³éfëAä¶á³à¶í¨ä¤ñ/��ä¶æÂåÐã¿î%æÂéfä²à¶ç�á³í´éXà©ä$÷
��èhã;âÂã.��í´éfä¶íÇêpèXà@í¨ä^à©èfátà0Q�qUr0����P�v��<|��6r s ���RQ�q�v s ��~lQ�v��4v
	,��Q�v����Y~lP}��|���r��4�ZQnv���r s v
	.r s �D��P}r4����MD�;� s ~U� s v�Q�v��3r,O���æU�TðHæpì6�TéhæpåÐí´áÂì
âTíÇéHë­æÂñ�ñòõhéHî-à¶í´æÂéHä
æ³ñZà¶í´ìÇã�ä¶í´ÿ%ã$ä�éHátà¶õfç©áÂìÇì��ÊþHãRî
æpå�ã�ðQæpä}�TéhæÂåÐí¨á³ì¨ä��Tü
èhã$é7à¶èhã�î%æXã%ô.î
í´ã%éXà©ä
áÂç¶ã;éhæÂéhöOéhã$êpá³à¶í´ïÂãÂ÷
9 
 ù�ï � ù�ðml!ú ��èfã@æpð�à¶í´åÊá³ìpà¶í´ìÇí´éhê;ðhç¶æpþhì´ã%å¼øn)pûÈøòñòæÂçILféfëhíÇéhê0à¶èfã@æpð�à¶í´åÊá³ìXà¶í´ìÇã�ä¶íÇÿ$ã$ä\êÂí´ïÂã%é<à¶èhã¿æÂðhà¶í´åÐáÂì�ä²âpã%ü
í´éhê«åÊátà©ç¶í6�fû
í¨ä
á³én`J[H]Ho
; � ï!ï��}ú "hç©æÂå!à¶èfãAë�ã�LféhíÇà¶í´æÂéÃæÂñ8à¶èhãAñòõhéfëfá³åÐã%éXà©áÂì\åÐãRáÂä¶õhç¶ãRä

NT(~t, ~N), LO(~t, ~N), TV(~t),
á³éfë

LS(~t, bbox(SD))
øvî³÷ ñ¤÷

�TãRî-à¶í´æÂéÚ8h÷ 8pû
æpéhã<î$á³éÃë�í´ç©ã$î-à©ì6�Åæpþfä²ã$ç¶ïpã�à¶èfá³à0à©èhã��&áÂç¶ã<áÂìÇìZðQæpä}�XéfæÂåÐí´áÂì´ä.�kä²í´éfî
ã�á³ì´ìCà©èhã�î%æTã
ô.î
í´ã%éXà©ä;á³ç©ã�éhæpé�ö¯éhã%êXátà¶í´ïÂã��
à¶èfã0ïtá³ç©í¨á³þhì´ã$ä0ø½à¶í´ì´ã;ä¶íÇÿ$ã$ä�û^áÂç¶ãFáÂìÇü�á3��ä^ðQæpä¶í¦à©íÇïpã<�Tá³éfë.ðHæXäN�Téhæpå�í¨á³ì¨äÈáÂç¶ã;î
ì´æpä¶ã$ëÐõhéHë�ã%ç
áÂëfë�í¦à©íÇæpéC÷���èhãFæpþ�%¤ã$î
à¶í´ïÂãFñòõhéfî-à©íÇæpé
íÇà©ä¶ã%ìÇñ;í¨äÊáÒä²õhå æ³ñ0ðQæpä}�TéhæÂåÐí¨á³ì¨ä�ã��hî
ã$ð�àÐñòæÂçÐà¶èfã7åÊá;�

()
ñòõhéfî
à¶í´æÂéC÷æ+«ætü¿ã%ïpã%ç,�8þ�� íÇéXà©ç¶æ�ë�õfî%íÇéfêÒápëhë�íÇà¶í´æÂéfáÂì�ïsáÂç¶í¨á³þfìÇãRä

à¶èfã.åÊá��
()
ñòõféfî-à©íÇæpéMî%áÂé+þQã­î%æÂåÐðhì´ã
à©ã%ì��Ãã%ì´í´å�í´éfá³à¶ã$ëC÷�Å"ðhç©æXæÂñ¿æÂñ�à¶èhí¨ä<î$á³éÒþHãañòæÂõhéHëÒíÇéæ'�#.X3*¯÷E�«ætü�î
æpåÐíÇéhêÅà©æ&à¶èhã

î
æpéfä²à¶ç�á³í´épà�ä��
LS(~t, D̂) ≤ NR

î$á³é�þQã<à©ç©áÂéfä²ñòæÂç©å�ãRë&í´épà©æ­á­î
æÂéHä¤à©ç©áÂíÇéXà0æÂñ8à¶èhã�ç©ã$ýXõhí´ç¶ãRëÅñòæÂç©å þ9�&ë�í´ïTí´ëhíÇéhê­à¶èfãAù�+R�&þ��
NR

áÂéfëÅã���ðhç©ã$ä©ä²í´éhêÐà©èhã<ç©ã$ä¶õhìÇà¶í´éhê.í´éhã$ýXõfáÂìÇíÇà��7ápä
LS(~t, D̂)/NR ≤ 1.

��èhã<ç¶ãRä¤àFæÂñ8à¶èhã�î
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